
SUR UN MOD�ELE DE TYPEBORGNAKKE{LARSEN CONDUISANT �A DESLOIS D'�ENERGIE NON{LIN�EAIRES ENTEMP�ERATURE POUR LES GAZ PARFAITSPOLYATOMIQUESLaurent DesvillettesUNIVERSITE D'ORLEANSD�epartement de Math�ematiquesBP 675945067 Orl�eans Cedex 2November 3, 2000AbstractNous g�en�eralisons la classe de mod�eles de type Borgnakke{Larsenintroduits dans [Bg, De, LT, Pe] pour obtenir une expression de l'�energieinterne d'un gaz parfait qui soit aussi g�en�erale que possible.
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1 IntroductionLes probl�emes de rentr�ee dans la haute atmosph�ere de v�ehicules spatiauxont conduit �a l'�etude, en particulier num�erique, de l'�equation de Boltzmann(Cf. [Ce], [Ch, Co], [Tr, Mu]):@f@t + v � rxf = Q(f); (1:1)o�u f(t; x; v) est la densit�e de particules qui au temps t et au point x poss�edentla vitesse v, et Q est un noyau de collision quadratique qui v�eri�e le th�eor�emeH de Boltzmann: Zv2IR3 Q(f)(v) log f(v) dv � 0: (1:2)Dans des simulations r�ealistes, cette mod�elisation s'av�ere n�eanmoins insu�-isante et il faut introduire les degr�es d'�energie interne dus au fait que O2 etN2 sont des mol�ecules diatomiques.Les mod�eles de Boltzmann correspondants, même s'ils ne d�ecrivent pasforc�ement le d�etail des processus physiques, doivent permettre de r�ecup�erer�a la limite macroscopique des lois d'�energie interne autres que la loi des gazparfaits monoatomiques: e = 32 � T; (1:3)o�u e est l'�energie interne, � la densit�e et T la temp�erature du gaz.De plus, on souhaite dans une telle mod�elisation n'introduire qu'un seulparam�etre suppl�ementaire, l'�energie interne I2 2 IR+ d'une mol�ecule, cequi permet de ne pas surcharger la capacit�e{m�emoire des ordinateurs, et degarder des temps de calcul raisonnables.En�n, on veut un mod�ele pour lequel on puisse d�emontrer rigoureuse-ment un analogue du th�eor�eme H (1.2).Ce programme a �et�e mis en oeuvre dans [Bg, De, LT, Pe] pour le casparticulier o�u la loi d'�energie interne du gaz est lin�eaire en T :e = � �T; (1:4)avec � > 32 .Nous proposons dans cette note un mod�ele qui g�en�eralise celui de [Bg, De,LT, Pe] et permet, tout en satisfaisant aux contraintes �enonc�ees pr�ec�edem{ment, d'obtenir �a la limite macroscopique des lois d'�energie de la formee = ��(T ); (1:5)pour des � > 0 arbitraires. 2



2 Description du mod�eleLe m�ecanisme de collision est celui de [Bg, De, LT, Pe], et est bas�e sur laproc�edure propos�ee par Borgnakke et Larsen (Cf. [Br, La]).Les vitesses et �energies internes v; v�; v0; v0� des particules apr�es une col-lision sont li�ees aux quantit�es correspondantes avant la collision grâce aux�equations suivantes: �2 = 14 jv � v�j2 + I2 + I2� ; (2:1)v0 = v + v�2 +R � jv � v�j�1 fv � v� � 2! � (v � v�)!g; (2:2)v0� = v + v�2 �R � jv � v�j�1 fv � v� � 2! � (v � v�)!g; (2:3)I 02 = r (1�R2) �2; (2:4)I 02� = (1� r) (1�R2) �2; (2:5)et ! 2 S2, r; R 2 [0; 1].Le noyau de Boltzmann correspondant prend alors la formeQ(f)(v; I) = Zv�2IR3 ZI2IR+ Z!2S2 Z Zr;R2[0;1]ff(v0; I 0) f(v0�; I 0�)� f(v; I) f(v�; I�)gB(v; v�; I; I�; !; r;R)R(1�R2) dRdrd! I�(I) I�dI�dv�;(2:6)et B(v; v�; I; I�; !; r; R) = ~B(�; R jv � v�j;R j(v � v�) � !j; I2 r (1�R2); I2� (1� r) (1�R2); (I2+ I2� ) (1� R2)): (2:7)La fonction � peut être choisie arbitrairement, elle est li�ee �a la loi d'�energie(1.5) par une relation que nous explicitons en (4.3) { (4.6).3 Th�eor�eme HNous d�emontrons ici l'analogue pour notre mod�ele du th�eor�eme H de Boltz-mann pour les gaz monoatomiques d�ecrit en (1.2). La mesure dv est rem-pla�c�ee par �(I) dIdv. On peut �ecrire la propri�et�e suivante:3



Th�eor�eme 1: Pour toute fonction f(v; I) > 0 pour laquelle les int�egralesont un sens, on aZv2IR3 ZI2IR+ Q(f)(v; I) log f(v; I)�(I)dIdv � 0; (3:1)et Zv2IR3 ZI2IR+ Q(f)(v; I) 0@ 1vijvj22 + I21A �(I) dIdv = 0: (3:2)De plus, Zv2IR3 ZI2IR+ Q(f)(v; I) log f(v; I)�(I)dIdv = 0 (3:3)si et seulement si f(v; I) est une fonction Maxwellienne.Ce th�eor�eme est une cons�equence imm�ediate de la propri�et�e suivante:Th�eor�eme 2: Pour toute fonction f(v; I) > 0 et toute fonction q(v; I) pourlesquelles les int�egrales ont un sens, on aZv2IR3 ZI2IR+ Q(f)(v; I) q(v; I)�(I)dIdv= Zv2IR3 ZI2IR+ Zv�2IR3 ZI�2IR+ Z!2S2 Z Zr;R2[0;1]ff(v0; I 0) f(v0�; I 0�)� f(v; I) f(v�; I�)g � fq(v; I) + q(v�; I�)� q(v0; I 0)� q(v0�; I 0�)g�B R2 (1� R2) dRdrd!II�dIdI�dvdv�: (3:4)Ce th�eor�eme est lui{même une cons�equence de la propri�et�e suivante:Th�eor�eme 3: Si l'on d�e�nit R0 et r0 dans [0; 1] en posantI2 + I2� = (1� R02) �2; (3:5)I2 = r0 (1� R02) �2; (3:6)par sym�etrie avec (2.4), (2.5), alors on a l'invariance de mesure suivante:dvdv�II�dIdI�drR2(1� R2)dRd! = dv0dv0�I 0I 0�dI 0dI 0�dr0R02(1�R02)dR0d!:(3:7)4



De plus, B(v; v�; I; I�; !; r; R) = B(v0; v0�; I 0; I 0�; !; r0; R0): (3:8)Le th�eor�eme 3 est une cons�equence simple de l'�equation (15) de [Bg, De,LT, Pe].4 La loi d'�energieL'�equation d'Euler associ�ee au mod�ele dont le noyau de collision est donn�epar (2.7) s'�ecrit@@t Zv2IR3 ZI2IR+ f(t; x; v; I) 0@ 1vjvj22 + I21A �(I) dIdv+ divx Zv2IR3 ZI2IR+ f(t; x; v; I) 0@ 1vjvj22 + I21A v �(I) dIdv = 0: (4:1)La loi d'�energie s'�ecrit alors e = ��(T ); (4:2)et � est reli�ee �a � par la formule�(T ) = 32 T + RI2IR+ �(I) I2 e� I2T dIRI2IR+ �(I) e� I2T dI : (4:3)La fonction � �etant en fait celle qui est mesur�ee exp�erimentalement, il estimportant de pouvoir inverser la formule (4.3). On peut en fait �ecrire�(x) = pxLg(x); (4:4)o�u L est la transform�ee de Laplace inverse, etg(x) = exp h(x); (4:5)o�u h est une primitive de � ! 32 � � �(1� ): (4:6)5
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