ANALYSE FONCTIONNELLE

ENS Cachan 2015-16

1 Exemples importants d’espaces fonctionnels

1.1 Rappels de topologie
1.1.1 Topologie générale

Définition: Dans un ensemble E, on appelle topologie un ensemble de
parties de E dénommées ouverts et vérifiant les axiomes suivants:

e () et E sont ouverts,
e Une union quelconque d’ouverts est un ouvert,

e Une intersection de deux (ou, de manieére équivalente, d’'un nombre
fini d’) ouverts est un ouvert.

On appelle espace topologique un ensemble £ muni d’une topologie.

Définition: Une base d’ouverts d’un espace topologique F est un en-
semble de parties ouvertes de E dont les unions quelconques permettent de
retrouver tous les ouverts.

Exemple: Les boules ouvertes de R forment une base d’ouverts de
la topologie naturelle de RY. Les mémes boules, mais centrées sur les
points a coordonnées rationnelles, et de rayon rationnel, forment une base
dénombrable d’ouverts de la méme topologie.

Proposition: Un ensemble B de parties d'un ensemble E (contenant
I’ensemble vide) qui recouvrent E et qui contient, pour toute intersection
donnée de deux élements de B et tout point x de cette intersection, un
ensemble inclus dans l'intersection en question et dont z est élément, est
une base d’ouverts de la topologie (dite topologie engendrée par cette base)
formée des unions quelconques d’éléments de B.

En particulier un ensemble de parties (contenant l’ensemble vide) qui
recouvrent F et qui est stable par intersections finies est une base d’ouverts
pour la topologie qu’il engendre.



Preuve: On observe que l'intersection de deux unions quelconques de
parties est (par distributivité) une union quelconque d’intersections de par-
ties, ce qui permet de montrer que les ouverts construits sont bien stables
par intersection finie.

Exemples: La topologie dont les ouverts sont () et E est appelée grossiere,
celle dont les ouverts sont toutes les parties de E est appelée discrete.

Pour un ensemble E infini, on appelle topologie cofinie celle qui est
formée des ensembles dont le complémentaire est fini (on y adjoint I’ensemble
vide). Pour un ensemble E non-dénombrable, on appelle topologie codénombrable
celle qui est formée des ensembles dont le complémentaire est dénombrable
(on y adjoint I’ensemble vide).

Lorsque E est muni d’un ordre total <, on peut le munir d’une topologie
dont une base d’ouvert (stable par intersection finie) est formée des “in-
tervalles ouverts” du type |a,b:= {z € E, a < x < b}, y compris non
bornés | —oo,b;={zx € E, =z <b},]a,+oo[:={x € E, a <z} (pour tous
a,b € E tels que a < b), et | —o0,00[:= E. Cette topologie est dite topologie
de 'ordre.

Définition: Le plus grand ouvert (au sens de l'inclusion) contenu dans
une partie A de E (i.-e. I'union de tous les ouverts contenus dans A, qui est
ouverte) est appelé intérieur de A et noté A°.

On appelle fermé le complémentaire d’un ouvert. Le plus petit fermé (au
sens de l'inclusion) contenant une partie A de E (i.-e. 'intersection de tous
les fermés contenant A, qui est fermée) est appelé adhérance de A et noté
A. Une partie dont I'adhérance est 1’espace E tout entier est dite dense.

__ Propriétés: Pour tout ensemble A d’un espace topologique E, on a
(A) = A, et (A°)° = A°. Un ensemble A de E est fermé si et seulement si
= A, et ouvert si et seulement si A° = A.

Définition: Pour zg € E espace topologique, on dit que V C F est un
voisinage de xy (pour la topologie concernée) lorsque 'on peut trouver un
ouvert U de E contenant z et inclus dans V. On note parfois V,,, I’ensemble
des voisinages de xg.

Une base de voisinages d’un point zg est un ensemble de voisinages de
zo dont un élément est inclus dans chaque voisinage de x.

Propriétés: On considere un espace topologique donné.
Les ouverts sont les ensembles qui sont voisinages de chacuns de leur
point.



Les parties appartenant & une base d’ouverts qui contiennent un point
zo donné forment une base de voisinages de ce point.

Réciproquement, si pour tout point x de F, le sous-ensemble des éléments
d’une famille B de parties de E qui contiennent x est une base de voisinages
de x, alors B est une base d’ouverts.

L’adhérance d’une partie A est formée des points z tels que tout voisinage
de = rencontre A.

Preuve: Soit x € A et V voisinage de = (que ’on peut supposer ouvert).
SiVNA=1(, alors A C V¢ qui est fermé, donc x € V¢, ce qui est contra-
dictoire avec I’hypothése que V' est un voisinage de x. Réciproquement, si
VNA # () pour tout voisinage V de z, et si F est un fermé contenant A, alors
x € F. En effet si z € F° (ouvert), alors F° N A # (), ce qui est impossible
car F' contient A. Comme x est élément de tous les fermés contenant A, il
est élément de A.

Exemple: Les boules centrées en zy € RY forment une base de voisi-
nages de o pour la topologie naturelle de RY. Parmi ces boules, celles dont
le rayon est rationnel forment une base dénombrable de xy pour cette méme
topologie.

Définition: On dit qu’une suite (x,,)nen d’éléments de E espace topologique

converge vers un point z de E lorsque pour tout voisinage V de z, il existe
Ny € N, tel que pour tout n > Ny, x,, appartient & V. On dit qu’elle admet
x comme valeur d’adhérance lorsque pour tout voisinage V de z, et Ny € N,
il existe n > Ny tel que x,, appartient a V. En d’autres termes, les éléments
de la suite correspondant a tous les indices de N sauf un nombre fini d’entre
eux appartiennent a V' en cas de convergence, et les éléments de la suite
correspondant a une infinité d’indices de N appartiennent a V' en cas de
valeur d’adhérance.

Propriétés: Dans la définition précédente, on peut remplacer I’ensemble
de tous les voisinages par une base de voisinages.

Les limites (et les valeurs d’adhérances) d’une suite d’éléments d’une
partie A de FE appartiennent & A.

Preuve: C’est une conséquence de la caractérisation de I’adhérance de
A comme ensemble des points dont tout voisinage a une intersection non
vide avec A.

Remarques: Attention néanmoins: ’adhérance d’un ensemble n’est
pas caractérisée par cette propriété dans les espaces topologiques généraux



(elle Dest si tous les points possedent une base dénombrable de voisinages).
De méme dans une partie fermée, les limites de suites de points de cette
partie sont également dans cette partie, mais cela ne constitue pas une car-
actérisation des parties fermées.

Définition: Un espace topologique E est dit séparé lorsque pour x,y €
E distincts, il existe deux ouverts U, V' disjoints (UNV = 0) tels que x € U,
yeV.

Propriété: Dans un espace topologique séparé, une suite admet au plus
une limite.

Remarque: 1l y a des topologies non séparées: dans celles-ci, il peut ex-
ister des suites qui ont plusieurs limites distinctes. Par exemple la topologie
grossiere (formée de () et E) est toujours non-séparée (pour des ensembles
ayant au moins deux éléments...) et toutes les suites y sont convergentes vers
tous les points de E! De méme la topologie cofinie sur un ensemble infini
n’est pas séparée. Pour cette topologie sur N, la suite (n),en est convergente
vers tout élément de N.

La plupart des topologies utilisées en pratique sont séparées: c’est en
particulier le cas des topologies métrisables (cf. suite du polycopié), et en
particulier des topologies de (parties d’) espaces normés, car deux points
distincts x et y dans un tel espace sont éléments des boules (centrées sur
eux) de rayon d(x,y)/3. Chaque fois qu’on introduira une topologie non
métrisable, on s’intéressera a son caractere séparé ou non.

Remarque: Attention, la présence d’une valeur d’adhérance pour une
suite entraine ’existence d’une sous-suite convergente lorsque F admet en
tout point (ou en tout cas au point qui est la valeur d’adhérance) une base
dénombrable de voisinages, mais pas en général: c’est un handicap con-
sidérable des topologies dont les points (ou des points) n’admettent pas une
base dénombrable de voisinages, car les propriétés de compacité d’une par-
tie de F ne permettent pas en général I'extraction d’une sous-suite a partir
d’une suite de cette partie de E. En anglais, les espaces topologiques dont
tous les points admettent une base dénombrable de voisinages sont par-
fois appelés “first countable”, ceux qui admettent une base dénombrable
d’ouverts sont dits “second countable”. On verra que dans les espaces
métriques, cette derniere propriété est équivalente a I’existence d’une partie
dénombrable dense (on dit d’un espace possédant cette derniére propriété
qu’il est séparable).



Remarque: La donnée des ouverts, ou bien des fermés, ou bien des
voisinages de tous les points, ou bien d’une base d’ouverts, ou bien d’une
base de voisinages de tous les points, ou méme de ’ensemble des adhérances
de tous les sous-ensembles, caractérisent une topologie. Attention, par contre
deux topologies différentes peuvent avoir les mémes suites convergentes (c’est
en particulier le cas pour la convergence forte et la convergence faible des
distributions).

Définition: Soit E et F' des espaces topologiques, f une application de
FE dans F, et g € E. On dit que f est continue en xg lorsque pour tout
voisinage W (dans F') de f(xo), il existe un voisinage V' (dans E) de zg tel
que f(V) C W. Une application continue en chaque point est dite continue.
On appelle homéomorphisme une bijection continue dont la réciproque est
également continue.

Propriétés: Une application entre espaces topologiques E et F' est
continue si et seulement si I'image réciproque de tout ouvert (resp. fermé)
est ouvert (resp. fermé), et si et seulement si pour toute partie A de F,
f(A) € F(A).

Si une suite (zy,)neny d’éléments de E converge vers un point x de E, et si
f est une application continue de E dans F' (ces espaces étant munis d’une
topologie) alors la suite (f(zy,))nen d’éléments de F' converge vers f(z) dans
F.

Enfin une composée de fonctions continues est encore continue.

Preuve: Soit f : E — F continue, et U ouvert de F. Si zg € f~4(U) ,
alors f(x¢) € U, si bien que U est un voisinage de f(z¢) dans F. Soit V un
voisinage de xo dans E tel que f(V) Cc U. Alors V C f~1(U), qui est donc
un voisinage de zg dans E. On en déduit que f~1(U) est ouvert comme
voisinage de chacuns de ses points.

Remarque: Attention, dans les espaces topologiques généraux, si une
application f de E dans F' vérifie f(z,) — f(x) dans F pour toute suite
vérifiant x, — = dans E, elle n’est pas nécessairement continue (cela est
néanmoins vrai si tout point de F possede une base dénombrable de voisi-
nages).

Définition: Lorsque A est une partie d’un espace topologique E (muni
d’une topologie 7T), on construit une topologie (notée T4) sur A en con-
sidérant comme ouvert de A toute intersection de A avec un ouvert de F.



Propriétés: Une partie d’'un espace topologique F séparé est séparée
pour la topologie induite.

Les fermés de A sont les intersections de A avec les fermés de E.

Toute partie O C A ouverte (resp. fermée) pour la topologie de E est
ouverte (resp. fermée) pour la topologie de A. La réciproque est vraie
lorsque A est ouverte (resp. fermée) dans E. On peut trouver des exemples
qui illustrent ces propriétés avec la topologie usuelle de R.

Preuve: Soit F' un fermé de E. Comme A— (FNA)=(E—-F)NA, on
voit que F' N A est un fermé de A. Réciproquement soit F' un fermé de A.
Alors A— F =ANU, ou U est un ouvert de E. Donc F =A—- (A—F) =
A—(ANU)=AN(E —-U), c’est donc 'intersection de A et d’un fermé de
E.

Si O C A est ouverte (resp. fermée) pour la topologie de E, alors comme
O = 0N A, elle I'est encore pour la topologie induite sur A.

Si A est ouverte (resp. fermée) et si O C A est ouverte (resp. fermée)
pour la topologie induite sur A, alors O = U N A, ou U est un ouvert (resp.
fermé) de E. Donc O est un ouvert (resp. fermé) de E comme intersection
finie d’ouverts (resp. fermés) de E.

Définition: On dit d’un espace topologique qu’il est compact lorsqu’il
est séparé et que de tout recouvrement ouvert de cet espace, on peut extraire
un sous-recouvrement fini (axiome de Borel-Lebesgue).

Remarques: 1l est équivalent de dire que de toute intersection fermée
vide, on peut extraire une sous-intersection finie vide. Dans la tradition
anglo-saxonne, la séparation de l’espace ne fait pas partie de la définition
d’un espace compact. On a équivalence entre la définition de “Espace com-
pact” et “Hausdorff (séparé) compact space”. Réciproquement, la traduc-
tion en francais de “compact space” est “espace quasi-compact” (ces espaces
ne jouent pas de role significatif en analyse).

Une partie d’un espace topologique séparé est dite compacte quand de
tout recouvrement ouvert de cette partie (dans ’espace ambient, donc avec
des inclusions), on peut extraire un sous-recouvrement fini (dans 1’espace
ambient). On peut vérifier que cela est équivalent au fait que l’espace
topologique induit sur la partie considérée est compact en tant qu’espace
topologique autonome.

Proposition: Lorsque F est un espace topologique compact, A C E est
compact si et seulement si A est fermé dans E (plus généralement, si E est
séparé, ses parties compactes sont fermées).



Preuve: Soit A fermé dans E' compact, et une famille de fermés d’inter-
section vide de A. Alors c’est également, une famille de fermés d’intersection
vide de F, et on peut donc en extraire une sous-famille finie d’intersection
vide.

Supposant maintenant que A est compacte dans E séparé. Soit y € A°.
On peut trouver par séparation pour tout x € A des ouverts disjoints O,
et Uy tels que x € Oy et y € U,. Comme A C UgzcaO,, on en déduit que
A C Uj=1, nOg, pour une certaine famille finie {z1,..,zx} de E. Mais alors
Ni=1,..NUyg, est un voisinage de y qui a avec A une intersection vide. Donc
y & A, si bien que A est fermée.

Proposition: Dans un espace compact, toute suite admet une valeur
d’adhérance (“axiome de Bolzano-Weierstrass”) [mais pas toujours une sous-
suite convergente!].

Preuve: Soit (yn)nen une suite de E. On considere la suite décroissante
de fermés définie par F,, = {y,, p > n}. Si celle-ci était d’intersection vide,
on aurait par compacité F,, = () pour un certain n, ce qui est impossible.
On peut donc trouver [ € F appartenant a tous les F),. Par utilisation du
critere d’appartenance a I’adhérance (basé sur les voisinages), on voit que
pour tout n et V€V, VN{yy p > n} # 0. On en déduit que ! est bien
une valeur d’adhérance de la suite.

Remarque: La réciproque est fausse en général.

Proposition: Lorsque les topologies sont séparées (en fait celle de
I'espace d’arrivée), 'image d’un ensemble compact par une application con-
tinue est un ensemble compact. Si une application continue d’un compact a
valeur dans un espace séparé est bijective, alors sa réciproque est également
continue.

Preuve: On vérifie directement avec la propriété de Borel-Lebesgue
la premieére partie: soit K un compact et f(K) C U;c;O;, avec O; ou-
vert de F espace d’arrivée. Alors K C f1(f(K)) C Uierf~1(0;), donc
K C Ukzl,..,Nf_l(Oik)- On en déduit que f(K) C f(Uk:I,..,Nf_l(Oik)) =
Uk=1,..vf(f71(0s,)) C Up=1,. NO;,.

La continuité de la réciproque est due au fait que dans un ensemble
compact, les parties compactes sont les parties fermées.

Définition: Un espace topologique est dit localement compact lorsque
tout point y admet un voisinage compact. Une partie d’un espace topologique



est dite relativement compacte lorsque son adhérance dans cet espace est
compacte.

Définition: On dit d’une topologie qu’elle est moins fine qu’une autre
lorsqu’elle comporte moins d’ouverts (ou de maniere équivalente, moins de
fermés, ou bien encore moins de voisinages). La relation d’ordre “moins fine
que” sur les topologies de E n’est autre que la relation d’inclusion sur les
parties de P(E).

Une intersection (quelconque) de topologies est encore une topologie
(constituée des ensembles qui sont ouverts dans toutes les topologies dont
on prend l'intersection), on peut donc parler de la topologie la moins fine
vérifiant une propriété donnée (c’est l'intersection de toutes les topologies
vérifiant cette propriété).

Exemple: Lorsque l'on dispose d’une famille 7; de topologies (i € I)
sur des espaces Fj, et d’applications f; de E dans F;, on peut munir de cette
maniére F de la topologie (notée T, et dite topologie initiale) la moins fine
rendant les f; continues.

Proposition: Une base d’ouverts de cette topologie est alors formée
par les intersections finies d’ensembles fi_l(Ui), ou les U; sont des ouverts
de F; pour la topologie 7; (les ouverts sont donc les unions quelconques
d’intersections finies de tels ensembles). Dans cette topologie T, x, — x si
et seulement si (pour tout i € I) fi(x,) — f(x) dans F; pour la topologie

Ti.

Preuve: Si z, — x, alors fi(x,) — fi(z) car les f; sont continues.

Réciproquement, si pour tout ¢ € I, fi(z,) — fi(x), alors soit V un
voisinage de x pour T, il contient un ensemble du type ﬂle lzl(Uik), ou
fi.(z) € U;,. Comme 3Ny, € N,Vn > Ny, fi,(xn) € U, on prend
n > sup(Noi, .., Nop), si bien que z,, € ﬂkpzl Z-Zl(Ui ).

Exemple: Lorsque E = [],.; E; est un produit d’espaces topologiques
(i-e. chacun des E; est muni d’une topologie 7;), on définit sa topologie
(notée T) comme la moins fine qui rende les applications coordonnées [i.-e.
les pj : [Lic; Bi — Ej qui a (2;);er associent x|, continues.

Remarque: Quand [ est infini, les ouverts associés a cette topologie sont
bien moins nombreux et bien plus gros que les simples produits d’ouverts,
une base d’entre eux est en effet formée des produits Hz‘e 1 O, ou tous les O;
sauf un nombre fini d’entre eux sont égaux a Ej, et ou le reste (un nombre



fini) sont des ouverts de E;. Dans cette topologie, une suite ((x;)icr)nen
converge vers (z;)icy si et seulement si x — x; pour tout i € I (i-e. si
on a convergence de chacunes des coordonnées). On voit qu’on retrouve
donc la définition usuelle de la topologie associée a un produit fini d’espaces
métriques.

Exemple: Lorsqu’on identifie 'ensemble F (X, E) des applications d'un
ensemble X vers un espace topologique E (muni d’une topologie U) avec
le produit EX = [L.cx E, on voit que la topologie produit est celle qui
permet de définir la convergence simple des applications. En d’autres termes,
fn > [ si et seulement si pour tout z € X, f,,(x) — f(z).

On admet la propriété suivante (conséquence de I’axiome du choix, et
basée sur la notion d’ultrafiltres, que I'on ne présente pas dans ce cours):

Proposition: Un produit (quelconque) d’espaces compacts est compact.

Remarque: L’extraction diagonale permet de vérifier que la propriété
de Bolzano-Weierstrass est vraie pour les produits dénombrables d’espaces
métriques compacts. En effet, dans le produit [], .y Ek, si 'on dispose
(n),xgn)

d’une suite (2, ,....), alors on commence par extraire une sous-suite

o1(n) telle que x&al(n)) — x1, puis une seconde sous-suite o1(o2(n)) telle

que $§01 (2(n)) _, xg9, puis, par récurrence, des sous-suites o1 (o2(...0r(n)..))

pour tout k € N, telles que x,(fl(az(”'(ak(n)"))) — xg. On considere alors la

suite obtenue par extraction diagonale

(xg01(02(--~(0n(n)~)))) (01(a2(.(on(n)..)))) ).

7:1:2
Cette suite converge vers (z1,x2,...).

On vérifie ainsi la propriété de Bolzano-Weierstrass pour le produit.
Cette propriété entraine la compacité dans un espace métrique (cf. suite
du polycopié).

Corollaire: On voit que si E est un espace topologique compact, alors
toute suite de F(X,E) admet une valeur d’adhérance dans la topologie
produit (i.-e. celle de la convergence simple).

Remarque: Attention, par contre elle n’a pas en général de sous-suite
convergente, comme le montre I’exemple de la suite de fonctions (sin(n x)),en,



pour z €]0,2x]. En effet, si une telle sous-suite indexée par o(n) existait, sa
limite serait nécessairement 0 p.p. d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue
(cf. suite du polycopié). Mais alors la suite (sin(o(n)z)?),en convergerait
également vers 0 p.p., ce qui est impossible (il suffit d’en prendre I'intégrale
sur ]0, 27| pour s’en convaincre).

On en déduit que F(]0, 27, [0,1]) (muni de la convergence simple) n’est
pas a base dénombrable de voisinages.

Remarque: Attention, les notions de suite de Cauchy, de complétude,
de fonctions uniformément continues, de précompacité (en anglais: uniform
boundedness), de bornés, ne sont pas définies sur des espaces topologiques
généraux. Elles le sont par contre sur les espaces métrisables, et par conséquent
sur les espaces vectoriels munis d’une famille dénombrable de semi-normes
(cf. suite du polycopié).

Remarque: Attention, comme on a pu le voir, la plupart des pro-
priétés des espaces métriques concernant les ouverts, fermés, adhérances,
intérieurs, voisinages, bases d’ouverts et de voisinages, fonctions continues
en un point ou sur un ensemble, homéomorphismes, espaces compacts, sont
encore valides dans les espaces topologiques séparés. Par contre les pro-
priétés (plus précisément les caractérisations) concernant les suites conver-
gentes et valeurs d’adhérance ne sont pas nécessairement conservées (le plus
souvent, elles peuvent étre remplagées par des propriétés équivalentes pour
une notion généralisant celle de suite: les filtres).

1.1.2 Espaces métriques

Définition: Soit F un ensemble. Une application d : E x F — R, est
appelée distance lorsque

Vf,g,h € E, d(f,g) <d(f,h)+d(h,g),
VfgeE, d(f,g) = d(g, ),

Vf,g € E, d(f,9) =0 = f=g

On note B(z,r) = {y,d(z,y) < r} la boule ouverte de centre x € E et de
rayon r > ( associée a d.
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Proposition: Ces boules définissent une base d’ouverts d’une topologie
séparée et a base dénombrable de voisinages. En particulier, les suites de F
admettent au plus une limite, et les suites possédant une valeur d’adhérance
admettent une sous-suite convergeant vers cette valeur d’adhérance.

Preuve: La propriété des bases d’ouverts est une conséquence de I'inégalité
triangulaire. Il suffit ensuite de considérer les boules a rayon rationnel pour
démontrer la dénombrabilité de la base de voisinages associée a chaque point.

Proposition: Pour tout z € E, la fonction d(z,-) : E — R est continue,
et méme 1-Lipschitzienne au sens suivant:

Vu’Cay,ZGEa ]d(x,y)—d(a:,zﬂ Sd(y)z)
Les “boules fermées” B'(x,r) = {y € E, d(x,y) < r}, sont fermées.

Définition: Un ensemble muni d’une distance est dit métrique. Un
espace topologique dont la topologie peut étre définie par une distance est
dit métrisable.

Propriétés: Deux espaces métriques ayant les mémes suites conver-
gentes ont la méme topologie. La continuité, ’adhérence d’une partie, la
densité, le caractere fermé peuvent étre caractérisées par des suites dans un
espace métrique.

Définition: Dans un espace métrique, on dit qu’'une partie est bornée
lorsqu’elle est incluse dans une boule. On dit qu’elle est précompacte lorsqu’elle
est incluse dans une union finie de boules de rayons arbitrairement petits.

Définition: On appelle suite de Cauchy une suite (x,)nen qui est telle
que Ve > 0, il existe Ny € N, Vp,q > Ny, d(xp,z4) < . Un espace métrique
dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit complet.

Propriétés: Toute suite convergente est de Cauchy. Toute suite de
Cauchy est bornée, toute suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérance
converge vers cette valeur d’adhérance. Une partie d'un espace métrique
complet est complete lorsqu’elle est fermée.

Proposition: Dans un espace métrique, on a 1’équivalence entre

e [ est compact (i.-e. vérifie 'axiome de Borel-Lebesgue),
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e Toute suite de E admet une valeur d’adhérance (ou, ce qui est équivalent
dans le cadre des espaces métriques, une sous-suite convergente): c’est
I'axiome de Bolzano-Weierstrass,

e F est précompact et complet.

Preuve: On remarque qu’en vertu de la théorie des espaces compacts
généraux, la premiere assertion entraine la seconde (méme quand l’espace
n’est pas métrique, a condition de ne pas introduire de sous-suite).

La seconde entraine la troisieme car d’une part une suite de Cauchy qui
admet une valeur d’adhérance converge, et d’autre part la non-précompacité
entrainerait 1’existence d’une suite (construite par récurrence) (x,)nen telle
que d(xy,xp) > 6 pour 6 > 0 donné et tout n, p € N. Une telle suite ne peut
avoir de valeur d’adhérance.

La troisieme entraine la seconde car étant donnée une suite (x,)pen de
E (supposé précompact et complet), on peut par précompacité trouver des
points yo; € E, pour i = 1,.., Kj tels que E C UfiolB(in,QO), si bien que
'on peut trouver ig € {1,.., Ko} tel que {n € N,x, € B(y0;,,2")} est un
ensemble infini d’indices. Par précompacité toujours, on voit qu’il existe des
points y1; € E, pour i = 1,.., K1, tels que B(yoi,,2°) C UQI[B(yuﬂ_l) N
B(yoi,2°)], si bien que I’'on peut trouver iy € {1,.., K1} tel que {n € N,z, €
B(y1i,,27 1)} est un ensemble infini d’indices.

Par récurrence, on obtient des points y;, € E, pour: = 1,.., K}, tels que
B(ypi,, 27%) C Ufikfl[B(ka,i,?_(kH)) N B(yki; 277)] et un point Y1, ,,
tel que {n € N, z,, € B(yk+17ik+1,2*(k“))} est un ensemble infini d’indices.

On observe alors que la suite (yx ;, Jren est de Cauchy et donc convergente
vers un élément y € E qui est une valeur d’adhérance de la suite (zy,)nen.

Enfin la seconde entraine la premiere. On commence par remarquer
que la propriété de Bolzano-Weierstrass entraine I’existence d’un nombre de
Lebesgue r > 0 pour tout recouvrement ouvert (O;);cs, i.-e. un nombre
vérifiant que Vo € E,Ji(x) € I, B(z,7) C Oy(y).

Si un tel nombre n’existait pas, on aurait en effet une suite (x,)nen telle
que B(x,,1/n) n’est inclus dans aucun O;. Une telle suite convergerait a
extraction pres vers une limite qui appartient a un des O;, ce qui conduit a
une contradiction.

On conclut en utilisant la précompacité (avec le parametre r) pour
obtenir un recouvrement fini de X.

Proposition: Dans un espace métrique compact (muni d’une distance
d), toute fonction continue & valeur dans un espace métrique (muni d’une
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distance 0) est uniformément continue, c’est a dire
Ve>0,3n>0,ve,y e B, dlz,y) <n = 6(f(2),f(y)) <e

Preuve: Si ce n’était pas le cas, ou pourrait trouver € > 0 et des suites
(-rn)neN et (yn)nEN de E tel que Vn € N*,

d(zn,yn) < 1/n, 5(f(zn), f(yn)) = &

En extrayant successivement des sous-suites convergentes de ces deux suites,
on obtient une contradiction.

Définition: Un espace métrique dans lequel il existe une famille dénombrable
dense est dit séparable.

Propriété: Dans un espace métrique, il y a équivalence entre séparabilité
et existence d’une base dénombrable d’ouverts (second countability).

Preuve: Si (Op)pen est une base dénombrable d’ouverts, on choisit
T, € Op. Soit z € E et V un voisinage de z, alors V' = Uje jOp;, si bien que
Tp; € V pour tous les j € J. Cette partie de la preuve n’utilise pas 'aspect
métrique de I’ensemble.

Réciproquement, si (z,,)nen est dense, on considere (B(zr, 1/q))neN,qen--
Soit O un ouvert, et y € O. Alors il existe r > 0 tel que B(y,r) C O. Par
densité, il existe n(y) € N tel que d(z,,y),y) < r/2. Pour q := q(y) > 2/r en-
tier, on a y € B(wy, (), 1/q(y)) C O. Finalement, O = UyepB(zyy), 1/q(y))-

1.1.3 Espaces vectoriels normés

Définition: Soit F un espace vectoriel sur R ou C. Une norme || || est une
application de F dans R, vérifiant

1.
llz|]| =0 <= x=0,
2.
Vz e E.VAER(C),  [[Az|| = [Al[]z]],
3.
Veye B, lz 4yl < 2] + [yl

L’espace F muni de sa norme est appelé espace vectoriel normé.
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Proposition: On rappelle que d(f,g) = ||f — g|| définit une distance
sur E. On obtient donc les notions topologiques (ouverts, fermés, densité,
connexes, compacts [définis par la propriété de Borel-Lebesgue|, voisinages,
limites et valeurs d’adhérance de suites, continuité, homéomorphismes), les
notions uniformes (suites de Cauchy, complétude, continuité uniforme) ainsi
que les bornés et les précompacts. On rappelle enfin que les convexes sont
définis sur F indépendemment de toute norme ou topologie.

Remarque: On peut remarquer que les applications (z,y) € E x E —
x+y € FEet(N\z) € R(C)x E— Az € E sont continues (on rappelle que
la topologie naturelle sur un produit fini d’espaces topologiques est la moins
fine qui rende les applications coordonnées continues; on peut aussi définir
sur E x F la norme ||(z,9)||exr = ||z||g + ||yl||F, lorsque E et F sont des
espaces vectoriels normés).

Définition: Deux normes ||||4 et ||||p sur E sont dites équivalentes
lorsqu’il existe C1,Co > 0 telles que

Ve e E,  |lz|]la <Cillz|lp < C2|lz|a.

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur les normes. Des normes équivalentes
définissent les mémes notions topologiques, uniformes ainsi que les mémes
bornés et précompacts.

Rappel: Sur un espace vectoriel normé de dimension finie sur R ou C,
toutes les normes sont équivalentes. Cette propriété ne se généralise pas en
dimension infinie. On peut ainsi montrer que ’espace [*° formé des suites
bornées (réelles ou complexes) admet une infinité de normes non équivalentes
deux-a-deux.

Rappel: On rappelle que pour deux espaces vectoriels normés E, ||||g
et F,||||F, une application linéaire f est continue lorsqu’il existe C' > 0 tel
que

veeE,  ||f(x)llr < Cllzlle.

On note L.(E, F) 'ensemble des applications linéaires continues de £ dans
F. La quantité |||f||| = SUPzeB, | (0,1) ||f(z)||F définit une norme sur
L.(E, F) (parfois dite norme subordonnée lorsque E = F est de dimension
finie). Lorsque F = R ou C, on note £’ = L.(E,R ou C)) l'ensemble des
formes linéaires continues sur F: c’est le dual topologique de E. Pour

f € FE z€FE, onnote < f,x > plutot que f(z).
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A retenir absolument: La définition des ouverts, fermés, voisinages;
la définition de I'adhérance d’une partie pour un espace topologique; la
définition des suites convergentes et des espaces topologiques séparés; la
définition des fonctions continues; La définition et la caractérisation des
ouverts des topologies initiales; tous les rappels sur les espaces métriques et
les espaces vectoriels normés.

1.2 Espaces L?, C® et M!

Rappel: Lorsque X est un ensemble muni d’une mesure positive u, et
p € [1,400], on note LP(X,du) ensemble des fonctions de X dans R ou C
définies & un ensemble de mesure nulle pres, telles que [ |f[Pdu < +oo. Cet
ensemble est un espace vectoriel normé lorsqu’il est muni de

1/p
e (x,dn) = </|f!pdu> .

On note également L (X, du) ’ensemble des fonctions de X dans R ou
C définies & un ensemble de mesure nulle pres, telles que {|f| > C} est de
mesure nulle pour C' > 0 assez grand (fonctions essentiellement bornées).
On note ||f||zec(x,qu) 'inf des C > 0 vérifiant cette propriété: il s’agit de
nouveau d’une norme.

Lorsque X est un sous-ensemble de RN muni de la restriction & X de la
mesure de Lebesgue sur RV, on note LP(X) au lieu de LP(X, dy). Attention:
les espaces de fonctions d’un sous-ensemble de RN & valeurs dans R ou C sont
parfois relatifs & une autre mesure, par exemple LP(]0, 400, dr) joue un
role important quand on s’intéresse aux fonctions de R? dans R & symétrie
radiale.

Lorsque X est un ensemble fini ou infini dénombrable (en particulier N,
Z ou ZN), on note IP = LP(X,du) ou p est la mesure de comptage sur X:
il s’agit donc d’un espace de suites lorsque X = N. Lorsque ¥ =R ou C, la
notation est cohérente avec la notation ||z||,.

Définition: Lorsque K est un compact de RY, on note C'(K) I’ensemble
des fonctions continues sur K, muni de la norme de la convergence uniforme
| ||loo (on pourra réflechir au lien entre cet espace et L°(K)). Lorsque X
est un sous-ensemble de RV, on consideére parfois Cj(X ), ensemble des fonc-
tions continues bornées sur X, muni de la méme norme. On note Cy(X) le
sous-ensemble fermé de Cp(X) défini comme adhérance des fonctions con-
tinues & support compact pour la norme uniforme (on pourra caractériser
cet ensemble lorsque X = RY ou un demi-espace ouvert de RY).
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Définition: Pour Q ouvert borné de RY et s € N, on note C*(Q)
I’ensemble des restrictions a €2 des fonctions qui sont de classe C* sur un
ouvert U contenant 2. On munit C*(€2) de la norme

1fllos@ = D 10aflze0)-

laf<s

Ici et dans la suite o = (i1, ..,ix) € NV est un multiindice. On note |a| =
alel g

ok LN
Dans le cas d'un ouvert 2, on considere plutot 'ensemble C}(€2) des

fonctions dont toutes les dérivées jusqu’a ’ordre s sont bornées, muni de la
méme norme.

i1+ ..+ in. Pour z = (z1,..,2n), on note % = z'..xY, et 0o f =

Définition: On note M1(X) (espace des mesures signées [ou complexes],
bornées) sur X le dual de Cy(X), lorsque X est un sous-ensemble de RY.

Proposition: L’application f +— Uy qui va de L'(X) dans M'(X) et
définie par < Uy, ¢ >= [ fédz pour ¢ € Cy(X) est une injection continue.

Preuve: C’est une conséquence des propriétés suivantes de densité issues
de la théorie de la mesure: C.(X) est dense dans LP(X) pour p € [1,00][ (et
la norme || ||zr); Si f € L*(X), alors il existe une suite (fy)nen de Ce(X)
qui converge vers f presque partout, et qui de plus est uniformément bornée
dans L™ (X).

On peut donc identifier f avec la mesure fdx: cette identification se
retrouvera dans la théorie des distributions.

Proposition: Lorsque K C RY est un compact, on a la suite d’inclusion
avec injection continue [en identifiant les fonctions continues & leur classe
d’équivalence; attention d’ailleurs a ne pas confondre les fonctions continues
presque partout et les fonctions égales presque partout a une fonction con-
tinue, comme le montre I’exemple de z € R + ||~ pour = # 0 et 0 pour
x =0

MYK)D>LNK)D>...DLP(K)D>..D> LK) D ..

.DILP(K)D..D> LK) > C(K),

oup € [1,2[etp = p%l > 2. On a également la suite d’inclusion identique en
remplacant le compact K par un ouvert borné €2, a condition de remplacer
C(K) par Cp(92).
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De méme, on introduit la suite d’inclusion avec injection continue:
CY(K)C..CCK)C..cCK),

et une suite de méme type sur un ouvert 2 quelconque, mais en remplagant
les C*° par des Cj.

L’introduction des espaces de Sobolev permet de “croiser” les deux suites
d’inclusions (celle des L? et celle des C*).

A retenir absolument: La définition de L? et sa norme; la définition
de C? et sa norme (sur un intervalle compact de R).

1.3 Distributions, Espaces de Sobolev

Définition: On note (pour Q C RY ouvert) D(2) ou C°(2) I'ensemble
des fonctions C*° a support compact sur ).

Définition-Proposition: On peut construire une fonction ¢ de D(2)
d’intégrale 1, positive, a support dans B(0,1). On appelle suite régularisante
une suite de la forme ¢, (z) = n"Y ¢(nx), ou ¢ est une fonction vérifiant les

propriétés précédentes.

Preuve: On consideére la fonction

L2 exp(—————) 1 :
¢ x exp( 1—|J}’2) z€B(0,1)

On prend ensuite

___ ¢
B[ L1 (mvy

Rappel: Pour f,g € L'(RY), on peut définir f* g € L'(RY) (convolée
de f et g) par la formule

¢

e = [ 1wy

Plus généralement, si g € LP(RY), avec p € [1, +oc], la méme formule
(ou la formule dans laquelle on a échangé f et g) permet de définir f x g €
LP(RN).
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Proposition: L’opération * est commutative et associative, et bilinéaire
continue au sens suivant:

I1f * gllr@yy < [ F1lpr @y 19l Lo @y

Proposition: Soit s € NU {oco}, et p € [1,+00]. Si f € Lp(RN) ot
g € C3(RN), alors f x g € C*(RY) et pour |a] < s,

Oo(f * g) = f * Oag.

Remarque: Si f, g sont deux fonctions (par exemple continues) & sup-
port compact, alors le support de f * g est inclus dans I’adhérance de la
somme des supports de f et de g (avec par définition, pour A, B parties de
RN, A+ B = {z+v, x €A, ye B}).

Proposition: Soit  un ouvert de RY. Si p # oo, alors D(Q) est dense
dans LP(Q) pour la norme ||||zr. Pour f dans L°°(2), on peut trouver
(fq)gen dans D(Q) tel que fq — f p.p, et supyen || fql|zoe < +o0.

De plus, si f est a support compact dans et intégrable, alors (en
notant f la prolongée par 0 de f a4 RN ) et (¢n)nen une suite régularisante,
la fonction f dnla est de classe C* et a support compact (indépendant de
n) dans  pour n assez grand. Si f € LE(Q) (p € [1, 00]), alors

.]E* ¢n|ﬂ Hn—oo f

dans LP(Q). Si f € C.(92), la méme suite converge uniformément (vers
f). Enfin si f € Lg°(€2), alors cette suite converge dans tous les LP((2)
(p € [1,00]) vers f, et vérifie I'estimation sup,,cy ||f * ¢nlallzoe@) < o0

Preuve: Commencons par considérer f a support compact dans 2 et
intégrable. Comme € est un ouvert de RY, on sait que 6 := d(Supp(f), Q2°) >
0. On en déduit que pour n > 2/4, la fonction f = ®nla a son support dans
le compact Supp(f)+ B(0,/2) de . Elle est de plus C* en vertu des
propriétés de la convolution.

On s’intéresse tout d’abord au cas ou f € C.(£2). On observe que si
x €Q, et n>2/0, alors

(F * dula — (@) = /B o =) = S a(0)
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et donc

1f % dula = flloo < sup — [f(a) = f(B)].

a,beQ,|a—b|<1/n
On conclut avec I'uniforme continuité de f sur 2.

On admet comme précédemment dans ce cours (il s’agit d’un résultat
d’intégration) que C.(€2) est dense dans LP(2). (pour ||||zr). Soit f €
L2(Q), et (pour € > 0 fixé) g. € C.(Q) vérifiant ||f — gel[rr(o) < €/3. On
note 8. = d(Q2¢, Supp g.). Alors, pour n > sup(2/4,2/0.),

[ fxbnla—Fllrr) < |gexdnla—gell o) +HI(f—de)*bnlall e+ f —gellLr )
2 -
< 3¢ + ||z * Pnla — gellLr(a)
et le dernier terme peut lui-méme étre majoré par £/3 pour n assez grand
d’apres le résultat précédent.

Ce résultat implique en particulier que D(2) est dense dans LE(£2) pour la
norme de LP(£2). On observe alors quesi f € LP(Q), lasuite f 1p(0.n) La(.,00)>1/n
converge (par convergence dominée) vers f pour la norme de LP(€2). On en
déduit que LE(Q) est dense dans LP(2), et donc finalement que D(Q) est
dense dans LP(Q2) (pour la norme de LP(f)).

Supposons maintenant que f € L(Q). On sait alors que pour tout
p € [1,00[, on a f € LE(Q). On en déduit que f * ¢nla —noo f pour la
norme de LP(Q). De plus,

1] % énlalloo < [1f1lze@)-

Considérons enfin le cas ou f € L*°(€2). On pose pour n > 1 entier,

9n = f1Bon) La¢,00)>1/n-

D’apres le résultat 1lié & L2°(2), on sait qu’il existe h,, € D(2), tel que

hnllzee @) < llgnllzee ),
et
|An = gnllL1 (@) < 1/n.
On en déduit que
PnllLeo @) < 1 fllLe (@)
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et que, pour K C ) compact et n assez grand (lorsque d(K,Q°) > 1/n et
K C B(0,1/n)),
e = fllo gy < 1/n.

1. (), et donc qu'il existe une

suite extraite de h,, notée f,, qui converge p.p. vers f, et qui est telle que

On en déduit que h,, converge vers f dans L

sup || fullpee () < +o0.
neN

Proposition: Soit K un compact d’un ouvert 2 de RY. On peut trouver
une fonction y de D(Q) positive (et méme a valeurs dans [0,1]) qui vérifie
X| K = 1.

Preuve: On considere § = d(K,Q2°) > 0. On pose x = lx4p0,s/2) *
PE(3/6)+1-

Définition: On note D'(£2) l'ensemble des distributions. Ce sont les
formes linéaires 7' sur D()) qui sont continues au sens suivant: pour tout
compact K C €, il existe rx € N et Cx > 0 tels que pour tout ¢ dans D(£2)
dont le support est inclus dans K,

’ < T,¢ > ‘ <Ck sup Haa(bHoo

la|<rk

Si l'on peut prendre rx < r € N, on dit que T est d’ordre (au plus) r. Le
plus petit des » € N qui conviennent est appelé 'ordre de la distribution.
Proposition: Les classes d’équivalence de fonctions f de L}, (Q) (en-
semble des fonctions qui sont dans L*(K) pour tous les compacts K inclus
dans §) définissent une distribution (notée ici Uy) de la maniere suivante:

<Upo>= [ @) o) de

L’application f — Uy est une injection de L], .(Q2) dans D’(2) qui permet
d’identifier les éléments de L] () avec des distributions. Attention: la
notation Uy n’est pas universelle, le plus souvent on ne fait pas la distinction

entre f et Uy.

Preuve: On voit immédiatement que (pour f dans L} (2)), Uy est une

distribution d’ordre 0. L’application U : f + Uy est injective car si Uy = 0,
alors pour tout ¢ € D(Q), fQ f ¢ = 0. On considére une suite 1, d’éléments
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de D(R) tels que 1, = 1501k p.p, pour K compact donné inclus dans €2,
et tels que sup,cy ||¥nl|lo < +00. On en déduit par convergence dominée

que [ |f| =0, et donc que f =0 p.p.

Toutes les distributions ne sont pas de cette forme, en effet des mesures
telles que la masse de Dirac < dg,¢ >= ¢(0) ou < T (z,y) — ¢(x,y) >=
Jg ¢(0,%) dy ne le sont déja pas. On peut s’en convaincre (pour la premiére
de ces mesures) en approximant par convolution la fonction 1¢>¢ lecja|<e-1,
ot e > 0, olt f serait un candidat dans L' (R) a l'identité Uy = do.

Il faut bien garder en téte le fait que les distributions généralisent les
classes d’équivalences de fonctions définies a un ensemble de mesure nulle
pres et non les fonctions elles-mémes. En particulier il n’est pas possible de
parler de la valeur en un point d’une distribution (sauf lorsque celle-ci s’écrit
sous la forme Uy avec f admettant un représentant continu [nécessairement
unique]).

Par contre 'aspect “local” des distributions peut se voir a travers la
définition suivante: pour T distribution sur un ouvert 2, on peut définir
T|qv, restriction de T' & un ouvert €' inclus dans 2, par la formule (valable
pour ¢ € D(Y)):

<Tlo, ¢ >=<T,¢ >,

avec ¢ prolongement par 0 sur Q de ¢.

Par définition, pour montrer que deux distributions 77 et T (sur €2) sont
égales, il convient de montrer que < 11, ¢ >=< Ts, ¢ > pour toute fonction
¢ de D(2). On procede de méme pour les inégalités:

Définition: Si 77,75 sont deux distributions de D’(Q2), on dira que
Ty > Ty si < Ty, >>< Ty, ¢ > pour toute fonction ¢ de D() positive.

On vérifie aisément que si fi, fo € L}OC(Q), et fi < fo p.p.alors Uy, <
Uy,. Réciproquement, si Uy, < Uy,, on voit en approximant par convolution
1t — >0 1k, oit K est un compact quelconque de €2, que fi < f2 p.p.

Proposition: Les distributions positives sont d’ordre 0.

Preuve: Soit K un compact de 2. On observe que pour ¢ € D(Q2) a
support dans K, et xx € D(Q) positive et valant 1 sur K, ||¢||coXxix — ¢ > 0.
On en déduit que si T est positive,
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si bien que
<T.¢><<T,xK > [|¢|lcc-

En changeant ¢ en —¢, on conclut.

Exemple: La forme linéaire T : ¢ € D(R) f_ll M dx est une
distribution d’ordre < 1 sur R.

Définition: Soit (7,,)nen une suite de distributions, et 7' une distri-
bution (sur ). On dit que T;, — T dans D'(2) (ou bien “au sens des
distributions”) lorsque pour tout ¢ € D(Q), < T, ¢ >—=< T, ¢ >.

On verra I'analogie avec la convergence faible % dans le dual d’un espace
vectoriel normé dans la suite du cours. Il s’agit d’une notion tres faible de
convergence: par exemple sin(nz) — 0 dans D/(R), et méme n sin(nz) — 0
dans D'(R). En particulier cette convergence n’entraine pas la convergence
p.p. lorsque l'on a affaire & des fonctions (i.-e. lorsque la suite de distribu-
tions 75, est de la forme Uy, , avec f,, € L} (€2)), et elle ne se préte pas a la

loc

multiplication: sin?(nz) — 1/2 dans D’'(R).

Proposition: Une limite au sens des distributions est unique. L’application
f +— Uy est continue de Li (Q) dans D'(£2) au sens suivant (continuité

séquentielle): si f, — f dans Li (Q) (i-e. f, — f dans L'(K) pour tout

loc

K compact inclus dans ), alors Uy, — Uy dans D'(Q).

Définition: Pour T' € D'(2), on définit les dérivées (partielles) de T'
par la formule
< 0T, ¢ >= (-1l < T,0,¢ > .

Proposition: Si f € C*(Q2) (avec s € N), alors il y a coincidence entre
dérivée usuelle (jusqu’a l'ordre s) et dérivée au sens des distributions:
0uUr =Up, -

On vérifie aisément que la dérivée s-itme d’une distribution d’ordre (au
plus) r est une distribution d’ordre (au plus) r + s.

Proposition: Lorsque I'on a une fonction f de classe C! par morceaux
sur un intervalle ouvert I de R [i.-e. lorsqu’a chaque point de singularité de
f, on a une limite a droite et a gauche de la fonction ET de la dérivée], avec
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(x;) la liste (éventuellement infinie, mais localement finie) de ses points de
singularité, on peut écrire la formule suivante (dite “formule des sauts”):

Us) =Up + ) ( lim f— lim f)ds,
i T T,

dans laquelle f’ désigne la fonction continue par morceaux constituée des
morceaux de dérivée (réguliere) de f.

Preuve: On traite le cas ou f admet une unique discontinuité en 0. On
a alors pour ¢ € D(R),

< (Up), ¢ >=—< Uy, ¢ >:—/Rf¢’

=1 — /
;_{% ( /R[E,s] f ’ )

= lim </ o+ fle)ole) — f(—e) ¢(—8)>
R—[—e,¢]

e—0

=< Up,¢>+(f(0%) = f(07)) ¢(0).

Une grande part de l'intérét des distributions réside dans la continuité
(séquentielle) de la dérivée:

Proposition: Pour toute suite de distributions (7},),en sur £ et toute
distribution 7" sur €2, on a

T, —T = O Ty — 0,T.

Proposition: L’équation 77 = 0 dans R se résout dans D' en T =
U:m—)Cte'

En effet les fonctions de D(R) qui sont des dérivées de fonctions de D(R)
sont celles dont I'intégrale (sur R) vaut 0.

Exercice: Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de x € RY s ||
pour 7 > —N + 1, au sens des distributions (on pourra pour cela enlever a
R une boule centrée en 0 de rayon € > 0).

Vérifier que —A(z — |z|7!) = 47 6y dans R?: on dit que z +— |47 x|~}
est la solution fondamentale du Laplacien dans R3.

23



Définition: Pour ¢ € C>*(Q), et T € D'(2), on pose
< T, >=<T,h¢>.

Proposition: Pour 1 € C*(Q), f € L}, (Q), on a ¢ Us = Uy, si bien
que la multiplication par une fonction (réguliere) d’une distribution prolonge
la multiplication par une fonction (réguliere) d’une fonction. De plus, pour
la] = 1, on a 0, (Y T) = ¥ (0o T) + (0utp) T. On peut également vérifier
que la multiplication par une fonction réguliére ne change pas ’ordre d’une
distribution. Enfin si T,, converge vers T' dans D’'(2), alors pour ¢ dans

C>*(Q), ¢ T,, converge vers ¢ T dans D’'(Q).
Définition: Pour Q ouvert de RV, p € [1,+0o0], s € N, on note
WH(Q) ={f € LP(Q), Vla|<s, Oaf € LP(Q)}.
Cet espace est dit “de Sobolev”.

Pour étre plus précis, f € W*P(2) lorsque V|| < 5,390 € LP(Q2),0,Uf =
Ug,,- On définit la norme correspondante par (en simplifiant les notations)

Hf”gvs,p(g) = Z ||aaf‘|ip(g)‘

la|<s

L’espace des fonctions de L' (ou des mesures bornées) dont toutes les
dérivées (au sens des distributions) d’ordre inférieur & s sont des mesures
bornées (ou plus précisément des distributions d’ordre 0) est également
intéressant. Pour s = 1, on le note BV (€2) (fonctions & variation bornée).

On verra que I'espace W5°°(Q) est celui des fonctions Lispschitziennes.

Exemple: Vérifier que x € B(0,1) C RN = |2|" est dans W*P(B(0, 1))
lorsque 7 > —N/p 4+ s. Montrer que x — sgn(z) est une fonction BV sur
| —1,1].

On vérifie facilement qu’une suite (fp)neny de W*P()) converge vers
un élément f du méme espace si et seulement si (9y frn)neny converge vers
Oof dans LP(Q) pour tout |a| < s (ici O fn est & comprendre au sens des
distributions).

L’ensemble des (classes d’équivalence de) fonctions de W*P(§2) (pour
ouvert borné) pour s € N et p € [1,+00], complété par M*(Q), BV (Q) et
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les espaces Cj(§2) pour s € N, forme un réseau d’espaces inclus les uns dans
les autres avec injection continue.

A retenir absolument: La définition et les propriétés de la con-
volution par une fonction de L'(R™); la définition et les propriétés des
suites régularisantes; le théoreme de densité des fonctions de D dans LP,
la définition de D’ sur un ouvert de RY; la définition de l'ordre d’une dis-
tribution (plus précisément d’une distribution d’ordre au plus r € N); la
définition d’une distribution associée a une fonction localement intégrable;
la définition de la convergence au sens des distributions; la définition de
la dérivée au sens des distributions et son rapport avec la convergence; la
formule des sauts; la caractérisation des distributions de dérivée nulle (en
dimension 1); la définition de la multiplication d’une distribution par une
fonction réguliere et la formule de dérivée du produit; la définition des es-
paces de Sobolev et de leurs normes; la caractérisation de la convergence
d’une suite dans ces espaces.

1.4 Espaces locaux, C*

Définition: On appelle semi-norme une application p de E (espace vectoriel
sur R ou C) dans Ry vérifiant les deux derniers axiomes des normes, ainsi
que la propriété p(0) = 0. On dit d’un espace qu’il est semi-normé lorsqu’il
est muni d’une famille (p,)aca de semi-normes.

Remarque: Le plus souvent cette famille est filtrante, i.e. telle que
pour toute sous-famille finie A1 C A, il existe § € A tel que Vo € F,a €
A1, palx) < pg(x). On pourra noter qu’on peut transformer une famille
non filtrante en une famille filtrante en lui adjoignant les semi-normes pg(z) =
supye g Pp(x), pour toute famille finie B de A.

Définition: La topologie d’un espace semi-normé est définie comme la
moins fine qui rende les p, (- —y) continues, pour tous les a € A, y € E. Elle
est donc constituée des unions quelconques d’intersections finies d’ensembles
du type po(- — y)~H(U), ot U est un ouvert de R (ou de Ry ). Une base de
voisinages de x( est donc formée par les intersections finies (contenant xg)
d’ensembles du type pa (- —y) " (Ja, b)), avec a < b, a € A.

Proposition: Une autre base de voisinages de zg € FE, plus utilis-
able, est formée des intersections finies de semi-boules B, (zg,e) = {z €
E, pa(x —x0) < e} (on peut éliminer les intersections finies si les semi-
normes sont filtrantes).
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Preuve: En effet d'une part z € p,(- — z09)"*(] — 1,¢[) entraine x €
By (xo,e). D’autre part considérons un élément de la base de voisinage
originelle. On suppose donc que xg € po(- — y) 1(Ja,b]). Alors on a § :=

b—a

5% — |pa(zo —y) — %42 > 0. Donc si @ € Ba(z0,6), on a pa(z —x0) < 4, et

a+b a+b
_T|§pa($_ﬂ70)+|pa($0_y)_ ) ‘

Palz —y)

< b—a
2

Proposition: Cette topologie est séparée si et seulement si

ﬂaeA;s>OBa(075) = {0}

Preuve: En effet si la topologie est séparée alors pour tout x # 0,
on peut trouver une semi-boule B,(0,¢) [avec a@ € A et £ > 0] telle que
x ¢ Ba(0,¢). Donc o ¢ Nacae>0Ba(0,€).

Réciproquement si la condition Npeae»0Ba(0,¢) = {0} est vérifiée, on
peut trouver lorsque x,y € E, x # y, un o € A et un ¢ > 0 de telle sorte que
pa(x —y) > e. On a alors B,(z,e/2) N Bu(y,e/2) = 0, d’ou la séparation
de E.

11 faut retenir qu’une suite (z,)pen converge vers x dans E semi-normé
lorsque (po(zn — x))nen converge vers 0 pour tout a € A. En effet p, (- — x)
est continue d’une part, et si d’autre part (po(x, — x))nen converge vers 0,
alors pour tout élément B, (x,e) de la base de voisinage de x¢, on voit que
T, est dans cet élément des que n est assez grand.

Exercice: Montrer qu'une application linéaire de (F,(pa)aca) semi-
normé (avec des semi-normes filtrantes) dans (F, (¢3)sep) semi-normé (avec
des semi-normes filtrantes) est continue lorsque pour tout g € B, il existe
acAet C >0 tels que gg(f(z)) < Cpalx).

Proposition: Lorsque I'on peut prendre A dénombrable (A = {«;,i €
N}) et que la topologie est séparée, cette topologie est métrisable grace a la
distance d(z,y) = S5 27 inf(1, pa, (x — y)).

Preuve: On utilise la propriété de séparation pour montrer que d(z,y) =

0 = = = y. Les autres propriétés s’obtiennent facilement.
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On note B les boules associées & la distance. On vérifie que la topologie
définie par les semi-normes et celle définie par la distance sont identiques.

En effet si # € Nj<n Ba, (70,£/2), alors d(z,z0) < ¢/2+27N < ¢, lorsque
27N <¢/2.

Réciproquement, si ¢ > 0 et N € N sont donnés, alors lorsque = €
B¥(z9,627N), on apour i = 1,.., N, pa, (z — x0) < €.

Exemple 1: Soit Q un ouvert de RY. Onnote K,, = {z € Q, d(z,Q°) >
13NB(0,n): il s'agit d'une suite exhaustive croissante de compacts de . On
définit la topologie de la convergence uniforme sur les compacts (convergence
compacte) sur C(Q2) par les semi-normes (filtrantes) pn(f) = |[f]|r~(x.),
pour n € N. Il s’agit d’une topologie métrisable. La séparation provient
du caractere exhaustif des compacts K,,. On voit que f, — f pour cette
topologie si et seulement si f,, — f uniformément sur tous les compacts.

Exemple 2: Lorsque  est un ouvert de R, on définit de méme sur
C*(2) (avec s € N) la topologie (métrisable) définie par les semi-normes
(filtrantes) pn(f) = [|fllcs(k,), pour n € N. Il s’agit de la convergence
compacte de toutes les dérivées d’ordre inférieur a s.

Exercice: Montrer que lorsque ¢ € C*(R), I'application linéaire Ly :
fr= Az~ ¢(x) f(x)} est continue de C*(R) dans lui-méme pour la topologie
précédente.

Exemple 3: Lorsque  est un ouvert de RY, on définit (pour p €
[1,+00]) LT () :={f:Q—=R, VneN, felLP(K,)}. Satopologie est
définie par les semi-normes (filtrantes) py,(f) = ||f||z»(x,), pour n € N. Elle
est métrisable.

De méme, pour s € N et p € [1,400], on définit W2(Q) := {f : Q@ —
R, VneN, feW?3P(K;)}. Sa topologie (métrisable) est définie par les

semi-normes (filtrantes) p,(f) = |[f[lws»(x3), pour n € N.

Exemple 4: Pour € ouvert borné de RY, on note C*°(2) 'ensemble
des restrictions & Q des fonctions qui sont de classe C* sur un ouvert U
contenant Q. On munit C*°(Q) de la topologie (métrisable) définie par les
semi-normes (filtrantes) p(f) = ||f||08(§)7 pour s € N.

Exemple 5: De méme, pour € ouvert de R et p € [1, +00], on munit
WP (Q), espace des fonctions dont les dérivées (au sens des distributions)
de n’importe quel ordre sont dans LP(2), de la topologie (métrisable) définie
par les semi-normes (filtrantes) ps(f) = || f|lws»(q), pour s € N.
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Exemple 6: Pour Q ouvert de RY, on définit la topologie de C°°(Q)
par les semi-normes (filtrantes) ps . (f) = ||fllcs(k,,), pour s,n € N, et celle
(pour p € [1,+0o0]), de W, >P(Q) par les semi-normes (filtrantes) ps,(f) =

loc

[ f[lwsp (), pour s,n € N.

Exercice: Montrer que dans C*°(R), les applications Ly (multiplication
par ¢, pour ¢ € C®(R)) et f + duf (pour o € NV) sont continues.

Remarque: On obtient (pour Q ouvert de RM pas nécessairement
borné) un réseau d’espaces W7 (Q) pour s € NU{oo} et p € [1, 00|, complété
par les espaces C*(2) pour s € NU {oo}.

Définition: On définit S(RY), ensemble des fonctions & décroissance
rapide, comme l’ensemble des fonctions C* sur RY dont toutes les dérivées
décroissent aussi vite que tout inverse de polynéme a l'infini. On a donc

SRY) = {f € C®°R"),va € N¥,p € N, |||l < +00},

avec

[1£llpia = sup (1+[e*)P/]0af (2)].

zeRN

Proposition: On peut définir une topologie (métrisable) sur S(RY) en
utilisant les semi-normes (filtrantes) supjq<a || fllpa, 4,p € N.

Définition: On définit S'(RY) (ensemble des distributions tempérées)
comme ’ensemble des formes linéaires sur S(R"), continues pour la topolo-
gie définie par les semi-normes précédentes, i.-e. les formes linéaires pour
lesquelles il existe A,p € N,

Vo € S(RY), | <T,¢>|<Cte sup ||¢]|p.a-
la]<A

Remarque: La topologie de la convergence simple sur ’ensemble des
applications de X sous-ensemble (non dénombrable) de R & valeurs dans
R (on rappelle qu'il s’agit de la topologie la moins fine rendant les continues
les applications coordonnées) peut-étre définie a partir des semi-normes (fil-
trantes) pa(f) = sup,ec4 |f(x)], ou A décrit 'ensemble (non dénombrable)
des parties finies de X: il ne s’agit pas d’une topologie métrisable.

A retenir absolument: La caractérisation d’une suite convergente
dans un espace muni d’une famille de semi-normes; la construction d’une dis-
tance (donnant la méme topologie que la famille de semi-normes) lorsque 'on
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dispose d’une famille dénombrable de semi-normes; la caractérisation des es-
paces séparés (parmi ceux qui sont munis d’une famille de semi-normes); la
caractérisation des suites convergentes dans C* d’un ouvert de R et dans
LP : la définition de S(RY) et des semi-normes qui lui sont associées; la

définition de S’(RY).

2 Complétude

2.1 Suites de Cauchy, espaces complets, exemples

Rappel: Dans un espace métrique (F,d), on dit quune suite (x,)nen
est de Cauchy lorsque

Ve > 0,3Ng, Vp, g > Ny, d(zp,xq) <e.

On rappelle que toute suite convergente est de Cauchy, et que toute suite
de Cauchy est bornée. Enfin toute suite de Cauchy qui admet une valeur
d’adhérance converge vers cette valeur d’adhérance. En particulier, une
suite de Cauchy admet au plus une valeur d’adhérance.

L’espace est dit complet lorsque toute suite de Cauchy converge. Une
partie d’un espace complet est complete si et seulement si cette partie est
fermée. Tout espace (métrique) compact est complet.

Attention: il est possible de définir la notion de complétude dans cer-
tains espaces non métrisables, mais cette définition n’est pas forcément
équivalente au fait que toute suite de Cauchy [lorsque 1'on peut les définir]
converge.

Définition: Un espace vectoriel normé complet est dit espace de Ba-
nach. Un espace vectoriel semi-normé séparé défini par un nombre dénombra-
ble de semi-normes (et donc métrisable) complet est dit espace de Fréchet.

Exemple 1: Les espaces LP(Q2), W*P(Q) sont des espaces de Banach
pour p € [1,+0o0], s € N.

On admet ce résultat dans le cas des espaces LP (c’est en fait un résultat
d’intégration). Pour W*P  on raisonne ainsi: Si (f,)nen est une suite de
Cauchy dans W*P(Q), alors pour tout |a| < s, (Onfn)nen est une suite
de Cauchy dans LP(Q), si bien que par complétude de cet espace, il existe
Jo € LP(Q), telle que Oy fr, — go dans LP(Q2). Par continuité dans I'espace
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des distributions de la prise de dérivées partielles, on a aussi O, fn, — Ouf
au sens des distributions. Donc 0, f = g4, et on en déduit la complétude de
WeP(Q).

Exemple 2: Les espaces C(2), C7(£2) sont des espaces de Banach pour
s e N.

En effet on peut commencer par utiliser la complétude de R ou C pour
obtenir des suites qui convergent simplement, puis passer a la limite dans la
propriété de Cauchy. L’égalité entre limite des dérivées partielles et dérivées
partielles des limites se fait par utilisation d’un théoreme d’intégration des
limites uniformes.

Exemple 3: Les espaces “locaux” L] () et W,>?(€2) sont des espaces
de Fréchet pour p € [1,400], s € N, de méme que les espaces C(Q2), C*(2)
pour s € N.

Il suffit d’utiliser la complétude des espaces de fonctions restreints a K,,,
pour (K, )nen une suite exhaustive de compacts.

Attention: pour ce qui concerne ce cours, dans ces espaces, les suites de
Cauchy sont définies a partir de la distance associée a ces espaces (celle qu’on
construit a partir de la famille dénombrable de semi-normes). D’autres choix
de définitions (équivalents) sont possibles.

Exercice: Montrer que C*° () est un espace de Fréchet (pour 2 ouvert
ou RY), ainsi que C2(£2), espace des fonctions C* sur ) dont le support
est inclus dans un compact K donné, muni des semi-normes (filtrantes)
pn(f) = SUPge g SUP|a|<y |00 f(x)[. Montrer que S(RY) est complet.

Rappels: Pour E espace vectoriel normé, F espace de Banach, ’ensemble
L.(E,F) des applications continues, muni de la norme triple, est un espace
de Banach. En particulier, E’ est complet.

On en déduit que M*(Q) (et BV ()) sont complets.

A retenir absolument: La définition des suites de Cauchy dans un
espace métrique; la définition d’un espace métrique complet et d’un espace
de Banach; la preuve du fait que W*P(Q2) est un espace de Banach (en
admettant que LP(Q2) en est un); le fait que L.(E, F') (et donc en particulier
E’) est un espace de Banach lorsque F' Dest.

2.2 Théoremes de P’analyse classique liés a la complétude;
Applications en dimension infinie
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Rappels: Dans un espace métrique complet (E,d) (non vide), on a le
théoreme du point fixe de Picard: Si T est une contraction sur F, alors il
existe un unique point fixe de T dans F.

Si de plus E est un espace de Banach, on a le théoreme de Cauchy-
Lipschitz [linéaire avec second membre]: Soit zg € E, A € C([0,T], L(E)),
B € C([0,T],E). Alors il existe une unique fonction f de C1([0,T]; E) telle
que

) =A@ ft)+B®),  f(0) =m0

Exemple d’utilisation: Ces exemples sont en dimension infinie!

Le théoreme du point fixe permet de démontrer ’existence d’une solution
(unique) f continue dans C([0,1]), & 'équation

YE(z,y) f(y)
14 f(y)?

lorsque k, (resp. ¢) sont des fonctions continues sur [0, 1] (resp. sur [0,1] x
[0, 1]) vérifiant ||k||s < 1.

veel0,1],  f(z)= /0 dy + ¢(x),

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz (dans sa version linéaire avec second

membre) permet de démontrer I'existence d’une (unique) solution f dans
Cl(Ry;C([0,1])) de I’équation

1
ot.a) = [ heput)dy+ o). u0.0) = unla),
avec k, (resp. ¢, u;,) continues sur [0, 1] (resp. [0, 1] x [0, 1]).

Rappels: Soit (E,d) un espace métrique et (F,d) un espace métrique
complet. On a le théoréme de prolongement des applications uniformément
continues: Si X C Eet X = E, etsi f : X — F est uniformément continue,
alors il existe une unique fonction f continue qui prolonge f sur E (i.-e. telle
que f|x = f). De plus, f est uniformément continue.

Si E est un espace vectoriel normé, I’ est un espace de Banach, X un
sous-espace vectoriel dense dans E et f est une application linéaire continue,
alors f est de plus une application linéaire continue.

Exemple: Le théoreme de prolongement des applications uniformément
continues sur un sous-espace dense permet de prolonger la transformée de

31



Fourier & L?(RY) & partir de sa définition sur L'(R"Y):
f(& = () ™" da.
RN
On obtient le Théoreme de Plancherel.

~ Théoréme: Pour f dans LYRY) N L3(RY), la transformée de Fourier
f de f appartient & L2(RY), et de plus

[ @rde=enY [ e
RN RN

Il existe donc un unique prolongement par continuité de la transformée
de Fourier définie sur L'NL?(RY) en application linéaire continue de L?(R™)
dans L?(RY).

Preuve: On commence par observer que la transformée de Fourier de
la Gaussienne s’écrit:
|2

Flz e 2] = (QW)N/%—@ .

Pour cela on peut vérifier que

o

VeFla s o5 )(6) = € Flo s e F)(6),

et utiliser 'identité

w2
/ 8_% dr = V2.
R

On rappelle que cette derniere s’obtient par dédoublement des variables et
passage en coordonnées polaires. On en déduit par changement de variable

(€ = &/VE) que

le1?
22 e 2
Flors e 310 = 0" o

Ensuite on remarque que si g est continue a support compact sur RN ,

_ w2
[ 2e

——=d
(2w e)N/2 Y

lg(x) — (g (2me) N2 712 ()] < ‘ /RN (9(z) — g(z —y))
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2|2

e 2
Sngo/ ————dz+ sup glx +h) —g(x)|.
[l ior @V meRN,|h|§ﬁR‘ (z +h) —g(z)]

On conclut donc par uniforme continuité de g que g * (2 e)~V/2 e~ 1?/(29)
converge uniformément vers g. De plus si Supp(g) C B(0, R), alors

2
=]

2
NP2 LR 22y ()12 < |2 e
|(g*(2me) e )(@)|7 < lgllZ </|Z2x|/2 2r N2 dZ+1|z<R+|x/2>

lwi? 2
< Hg!lio(/ e 2 dw+1lz|§2R)
fw|>xl/

2
_lw?
< ||g||§o</ e 2 dw+1wls2R>
|w] >z

(pour £ < 1), donc g (2 ) ~N/2 = 11?/(2) converge vers g dans L2(RN) par
convergence dominée.

Pour f € L? (]RN ) et § > 0, on peut trouver g continue a support compact
sur RV telle que || f —g| 2@~y < 6. Onen déduit que fx(27 )~ N/2 =17/ (20)
converge vers f dans L2(RY).

En utilisant le théoréme de Fubini et la transformée de Fourier calculée
précédemment, on voit que

/RN FOPeF de = @n)™ [ f(f+@ne)N2elC)

RN

On se rappelle ensuite que f * (27 5)*N/2 e~ I/(2e) converge dans L? vers f.
On en déduit grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz que

F(f % @me)y N2 F/@y 5 [ pP2,
RN RN

Enfin on conclut avec le théoréme de convergence monotone (ou le lemme
de Fatou) pour le membre de gauche de 1’égalité.

A retenir absolument: Les énoncés des théoremes de point fixe et
de prolongement; la définition de la transformée de Fourier dans L?(R™) et
I'identité de Plancherel (avec sa démonstration).
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2.3 Lemme de Baire et applications

Théoréme (Baire): Soit X un espace métrique complet. Alors toute
intersection dénombrable d’ouverts denses de X est dense dans X (ou bien
toute union dénombrable de fermés d’intérieur vide de X est d’intérieur vide
dans X).

Preuve: Si (O),)nen est une telle suite d’ouverts denses, et w un ouvert
de X, on construit par récurrence une suite x,, de X et une suite r, de R*
telles que B(xg,70) C w, B(Xpt1,7nt1) C B(xpn, ) N Opt1, €t rpp1 < 1ry/2
(on notera qu’on peut considérer un tel x,1 car B(zp, ) N Opt1 est un
ouvert non vide, du fait de la densité de O,1). La suite z,, est alors de
Cauchy, et converge vers un point de w N (NypenOy,).

Théoréme (Banach-Steinhaus): Soit E un espace de Banach et F' un
espace vectoriel normé. Soit (7;);c; une famille d’applications linéaires con-
tinues de £ dans F. Si pour tout z de E, on a sup;c; ||Ti(z)||r < 400, alors
sup;er ||| T3]]| < +o0.

Preuve: Si X, = {z € E,Yi € 1,||T;(2)||r < n}, alors E = UpenXn,
et X, est fermé. On a donc une union dénombrable de fermés qui n’est pas
d’intérieur vide, si bien que X,,, admet un point intérieur pour un certain ng.
On a donc x € FE et r > 0 tel que ||T;(y)||r < np pour y € Bg(z,r) et i € I.
Pour z € Bg(0,1), ||Ti(x + r2)||r < ng, donc 7 ||T;(2)||r = ||Ti(r2)||r <
no + [T (@)] .

Exemples d’utilisation: On considere F' = R. On voit que si (¢;)ier
est une famille de E’, telle que pour tout = de E, sup;c;| < ¢i,z > | < +00
[famille faiblement * bornée], alors sup;c;||¢s||rr < +oo [famille fortement
bornée].

En particulier, si (¢, )nen est une famille de E’ telle que pour tout z de
E, < ¢p,x >—=< ¢,z >, alors ¢ € E’ [toute suite faiblement convergente
est fortement bornée, et une limite faible de formes linéaires continues est
continue].

Remarque 1: Le théoreme de Banach-Steinhaus a une extension na-
turelle lorsque E est un espace de Fréchet (muni d’une famille dénombrable
filtrante de semi-normes (pg)qen). Dans ce cas la conclusion est qu'il existe
une semi-norme p, telle que

Ve € E, sup |T;(x)| < Cstpy(x).
el
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En effet un point intérieur contient une semi-boule ouverte.

On en déduit qu’une limite de distributions (c’est-a-dire une forme linéaire
T sur D(Q) qui vérifie < T, ¢ >= limy 00 < Ty, ¢ >, o les T}, sont des
distributions) est une distribution. On en considere en effet les semi-normes
SUP|q|<s |[0aflloo, avec s € N, qui sont définies sur CF(Q2), ot K est un
compact donné de €.

Remarque 2: On peut également considérer une famille (z;);c; de E
telle que pour tout élément ¢ de E’, la famille < ¢, z; > est bornée (famille
faiblement bornée). En considérant les opérateurs T; : ¢ € E' —< ¢, z; >€
R, on voit qu’on a le résultat “dual”: sup;c; SUP¢GBE,(0,1)’ < ¢yxp > | <
+00. On verra que le théoreme de Hahn-Banach permet d’en conclure que
la famille (z;);er est bornée dans F (famille fortement bornée).

Corollaire: Il existe une fonction f continue et 27 périodique telle que sa

série de Fourier en 0 (tronquée symétrique) s, (f) := Zlklsn T f(t) e_iktg—fr
ne converge pas vers f(0).
Preuve: On remarque que s, (f) = [ f(t) W g—fr Or
i 1/2)t T dt
An ::HtHSIH((ﬁﬂL /2)1) 24/ Isin((n + 1/2) )| &
sin(t/2) LY (=) 0 t

(n+1/2) = dt n
24/ |sint| — > Cte Zl/szte log n.

0 ¢ k=1
On considere f; continue 2m-périodique et a valeurs dans [—1, 1] telle que
fi—=t— sgn(%)] p.p. Pour cela on peut utiliser la convolution
par une suite régularisante ¢s (on obtient alors une fonction réguliere et
27 périodique). On peut alors utiliser le résultat sur la convolution par
des suites régularisantes des fonctions L*°. On voit que s,(f;) — A, par
convergence dominée, donc ||s,||c(—x,x) — +00. On en déduit en utilisant
le théoreme de Banach-Steinhauss (sur l'espace des fonctions continues et
27 périodiques muni de la norme uniforme sur [—7, 7]) que (s, (f))nen n’est
pas bornée pour une certaine fonction f continue 27-périodique.

Théoréme (Application ouverte): Soit T' une application linéaire de E
espace de Banach dans F' espace de Banach, continue et surjective. Alors il
existe ¢ > 0 tel que Bp(0,c¢) C T(Bg(0,1)).
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Preuve: On observe que F = Upen{nT(Bg(0,1))}. Appliquant le
théoreme de Baire a F', il existe ng € N, tel que ngT(Bg(0,1)) admet un
point intérieur, noté y. Il existe donc r > 0 tel que Br(y,r) C no T(Bg(0,1)).
Comme on a aussi —y € nog T (Bg(0,1)), on en déduit que Br(0,r/ng) C
T(Bg(0,1)) + T(Bg(0,1)) (on notera que dans un espace vectoriel normé,
pour tout « scalaire et X sous-ensemble de l'espace, a X = aX; clest
d’ailleurs déja vrai dans un espace vectoriel topologique, c’est a dire un
espace vectoriel ou 'addition des vecteurs et la multiplication d’un scalaire
et d’un vecteur sont continues; ce résultat peut se voir facilement en utilisant
des suites). Comme Bg(0,1) est convexe et que T est linéaire, on voit que
T(Bg(0,1)) est également convexe, et donc que T(Bg(0,1)) est convexe
(dans un espace vectoriel normé, l'adhérance d’un ensemble convexe est
convexe: c’est de nouveau déja vrai dans un espace vectoriel topologique).
Comme pour tout ensemble convexe X, on X + X = 2X, on en déduit
que Br(0,7/(2ng)) € T(Bg(0,1)). On dispose donc de ¢ > 0 tel que
BF(O, 26) C T(BE(O, 1))

On voit que pour tout n € N,

Br(0,27"¢) C T(Bg(0,2771)), (1)
si bien que pour tout € > 0, Y € Bp(0,27"¢),
Bp(Y,e) NT(Bp(0,27"1)) # 0.

On se donne maintenant y € Bp(0,¢). En prenant n = 0, Y = y, ¢ =
¢/2, on voit qu’il existe z; € Bg(0,1/2) tel que ||[Tz1 — y||r < ¢/2. En
prenant maintenant n = 1, Y = y — Tz, € = ¢/4, on voit qu'il existe
z9 € Bg(0,1/4) tel que ||[Tz2+T21 —y||r < ¢/4. On construit par récurrence
zn € Bg(0,1/2") tel que ||Tzp, + .. + T22 + T'z1 — y||F < ¢/2™. On observe
alors que la suite x,, = z1 +.. + 2, est de Cauchy dans F, et qu’elle converge
donc dans E vers un point z. De plus, ||z||g < 1, et y = Tx. Donc
BF(O,C> C T(BE(O, 1))

Remarque: Dans le théoreme précédent, la complétude de E et F est
décisive. Elle est utilisée de deux manieres tres différentes.

Corollaire: La réciproque d’une bijection linéaire continue entre es-
paces de Banach est également continue. Deux normes comparables qui
font (toutes deux) d’un méme espace vectoriel normé un espace de Banach
sont équivalentes.
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Corollaire (Théoréme du graphe fermé): Soit T une application linéaire
entre deux espaces de Banach F et F. Sile graphe de T est fermé dans E x F'
(muni de la norme ||(z,y)||exr = ||z||g + ||y||F), alors T est continue.

Preuve: Sile graphe de T est fermé, alors la norme ||z||; = ||z||g +
||Tx||F fait de E un espace de Banach: il suffit pour cela de considérer une
suite de Cauchy (z,,)nen pour la norme || ||1, et d’en déduire qu’elle est de
Cauchy pour la norme || ||g, ainsi que la suite (T'x,)nen pour la norme || || 7.
On en déduit que z,, - x et Tx,, = y, avec x € E et y € F. Comme le
graphe de T est fermé dans E x F, on a Tx = y, et (z,)nen converge vers
x pour la norme || |[1. On conclut en observant que ||z||g < ||z||1, si bien
que les normes || |1 et || ||g sont comparables, et donc équivalentes.

Corollaire: Il existe une suite (indexée par Z) tendant vers 0 qui n’est
pas une suite de coefficients de Fourier de fonctions de L}, (R) qui sont 2
périodiques.

Preuve: L'opérateur A : f € LY ([—7,7]) = (cn(f))nez € co(Z) est une
injection continue d’un espace de Banach dans le sous espace fermé cy(Z)
des suites tendant vers 0 a I'infini de l'espace de Banach [°°(Z). Or la suite
de fonctions D,, : t — %
[IA(Dn)lleyz) = 1, ce qui empéche, du fait du théoréme de 'application
ouverte, la surjectivité de A.

vérifie ||Dpl|11([—n,7)) —n—oo +00, et

A retenir absolument: L’énoncé et la démonstration du lemme de
Baire et du théoréeme de Banach-Steinhauss; ’énoncé du théoreme de I'appli-
cation ouverte et du graphe fermé; L’enoncé et la preuve des corollaires qui
donnent des contre-exemples relatifs aux séries de Fourier.

3 Compacité forte

Rappel: Dans un espace métrique, il y a équivalence pour une partie
de I'espace entre

1. La propriété de Borel-Lebesgue,
2. La propriété de Bolzano-Weierstrass,

3. Le fait d’étre précompact et complet.
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On sait que dans les espaces vectoriels normés de dimension finie, on
a équivalence entre fermé borné et compact. Le théoreme suivant montre
qu’il n’en est rien en dimension infinie, et méme que cette équivalence est
spécifique de la dimension finie (Attention: on parle ici uniquement d’espaces
vectoriels normés).

Théoréeme (Riesz): Soit E un espace vectoriel normé dont la boule unité
fermée est compacte. Alors cet espace est de dimension finie.

C’est une conséquence du lemme suivant:

Lemme: Soit M un sous-espace vectoriel fermé de E espace vectoriel
normé, tel que M # E. Alors il existe u € B(0, 1) tel que d(u, M) > 1/2.

Preuve du lemme: On prend v € £ — M, et on considere m € M tel
que 0 < d(v, M) < ||lv = m|| < 2d(v, M), il suffit de prendre u = 2=

[lo—m]]-

Preuve du théoréme: Elle consiste a construire une suite de sous-
espaces vectoriels de dimension finie F,, strictement croissante pour l’inclusion,
et une suite u,, € B(0,1) N E,, telle que d(uy,, Ep—1) > 1/2.

On remarque pour cela que tout sous-espace vectoriel de dimension finie
F d’un espace vectoriel normé est fermé, car complet. En effet si une suite
(zk)ken de F est de Cauchy, la suite de 'une quelconque de ses coordonnées
(21)V) dans une base (e;);j=1.4 est également de Cauchy (par équivalence
des normes sur F'), et converge donc vers vers une limite 29 si bien que
(k) ken converge vers x = Z?:l z\) ej, et x € F.

Ce résultat a des applications importantes dans 1’étude des opérateurs
(applications linéaires) en dimension infinie. On commence par la définition
suivante:

Définition: Soit E, F' des espaces de Banach, et T' € L.(E, F). On dit
que T est compact si T(Bg(0,1)) est compact dans F'.

Le théoreme de Riesz implique en particulier que Dim(Ker(Id —T)) <
400, lorsque T est un opérateur compact. On voit ainsi que les sous-espaces
propres d'un opérateur compact (sauf pour la valeur propre 0) sont de di-
mension finie. On voit également que 'identité n’est jamais un opérateur
compact sur un espace vectoriel normé de dimension infinie.

Théoréme (Fredholm): Soit E un espace de Banach, et T' € L.(E, E)
compact. Alors Im(Id —T) = E si Ker(Id —T) = {0}.
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Preuve: On suppose que T' € L.(E, E) est compact. On commence
par montrer que Im(Id — T) est fermée dans E. Si (fy)nen est une suite
convergente de Im(Id — T'), alors on peut écrire f, = u, — Tu, — f. Si
(un)nen 1’est pas bornée, on peut extraire une sous-suite (Uy(n))nen telle

que |[ty(n)|| = +00. On a alors HZ“E"iH — I\Zginil\ — 0. Quitte & extraire de

nouveau, la compacité de T implique que T”Z"ET% — z. On en déduit que
% — zet z— Tz =0, et donc par hypothese z = 0. Mais ||z|| =1, ce
o(T(n

qui est absurde, donc en fait (uy)nen est bornée. On en déduit qu’on peut
extraire une sous-suite convergente de (T'uy, )nen, si bien que Im(Id—T) est
fermé.

On voit par récurrence que E,, := (Id—T)"(FE) est un sous-espace vecto-
riel fermé de E. De plus, en utilisant I'injectivité de Id—1T', on voit également
que si Im(Id — T) # E, la suite (E,)nen est strictement décroissante
pour l'inclusion. En effet si w € E — Im(Ild —T), alors (Id — T)"(w) €
(Id —T)"(E) — (Id — T)"*\(E).

On peut donc trouver u,, € E,, tel que ||uy]| < 1 et d(up, Eny1) > 1/2.
Pour n > m, on a Tuy, — Tuy = q — Uy, avec ¢ = —(Id — T)u, + (Id —
T)tum + tn € Ept1. Donc ||[Tuy, — Tup|| > 1/2, ce qui incompatible avec le
caractere compact de T.

Remarque: Dans le théoreme précédent, la réciproque est vraie. On
peut le voir facilement dans le cas particulier des opérateurs auto-adjoints
d’un espace de Hilbert. Le cas général peut s’obtenir ainsi: en utilisant
le fait que Im(Id —T) = E, on observe que si Ker(Id —T) # {0}, alors
Ker((Id—T)™) est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels
fermés de E. On construit alors une suite u, € Ker((Id —T)") telle que
[un|| = 1, et d(un, Ker((Id—T)""1)) > 1/2. Pour n > m, on a Tu,—Tu, =
Uy, — q, avec ¢ = Up + (Id—T)uy, — (Id—T)uy, € Ker((Id—T)"1). Donc de
nouveau ||T'u, —Tup,|| > 1/2, ce qui incompatible avec le caractére compact
de T

On donne maintenant des criteres de compacité dans les espaces de fonc-
tions les plus courants. On commence par le rappel suivant, relatif aux
fonctions continues:

Théoréeme (Ascoli): Soit F un ensemble de fonctions d’un espace métri-
que compact K dans R (ou C) borné (pour la norme infinie). Si cet ensemble
est uniformément équicontinu :

Ve > 0,3n >0, d(z,y) <n=sup|f(z)— f(y)] <e,
feF
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alors il est relativement compact pour la norme uniforme sur K.

Corollaire: L’uniforme équicontinuité (et la bornitude) sur chaque com-
pact d’un ouvert de R implique la compacité pour la topologie de la con-
vergence compacte. L’uniforme équicontinuité (et la bornitude) de toutes
les dérivées jusqu’a 'ordre s € N sur chaque compact d’un ouvert U de RY
entraine la compacité dans l'espace C*(U), pour sa topologie naturelle.

Preuve: C’est une conséquence directe du principe d’extraction diago-
nale.

Le théoreme d’Ascoli s’utilise souvent pour un ensemble F de fonctions
bornés dans C!([a,b]), avec @ < b. Un tel ensemble est compact dans

C(la, b)).

Théoréme (Fréchet-Kolmogorov): Soit € un ouvert de R, et F un en-
semble de fonctions borné dans LP(Q), p € [1, +oo[. On note 73, f(x) = f(z+
h). Sipour tout ouvert w tel que @ est compact dans 2, limy,_,o sup ez ||74.f —
fllr(w) = 0 (notons que cette quantité est définie des que |h| < d(w, Q2°))
et si de plus pour tout € > 0 on peut trouver un ouvert w tel que @ est
compact dans et sup e || f||Lr(0—w) < €, alors on a la relative compacité
de F dans LP(2).

Preuve: On le démontre dans le cas ou €2 = R. Soit F un ensemble de
fonctions de LP(R) vérifiant les hypotheéses du théoréme, et £ > 0. On prend
R >0 tel que sup ez || fl|Lo(|-r,R)e) < €/3, et 6 > 0 tel que supper |[f* ds —
fllr(=r,R)) < &/3 (avec ¢s famille régularisante de fonctions).

Or Hs = {f * ¢sl-r,r),f € F} constitue un ensemble borné dans
CY([~R, R]). Donc Hs est compact dans C([—R, R]), et donc dans LP([- R, R]).
On en déduit que 'on peut trouver une famille finie (f;)i=1,..p € Fl_r g]
telle que Hs C Uz‘P;lBLP([fR,R])(fia €/3). Donc F|[7R,R] C U{;lBLp([,R,R])(fh 2¢/3),
et, en définissant f; comme la prolongée par 0 de f; sur R, F C U{;l Bromw)( fi, £).

Le théoreme de Fréchet-Kolmogorov donne un critere de compacité dans
LP. On peut en déduire un critere de compacité dans W*P? (pour s € N)
en appliquant ce critere aux dérivées (au sens des distributions) d’ordre
inférieur a s d’une famille de fonctions donnée.

Le théoréme d’Ascoli permet de démontrer 'existence de solutions a
certaines équations fonctionnelles, en particulier aux équations différentielles
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(ordinaires) a coefficients singuliers (continus mais pas forcément Lipschitziens).

Proposition (Cauchy-Arzela): Soit f une application uniformément
continue et bornée de RV dans RN et zq € RY. Alors pour tout T' > 0, il
existe une fonction ¢ € [0,T] +— x(t) € RY de classe C! telle que z/(t) =

f(z(t)) et x(0) = xo.

Preuve: Si on se donne une suite régularisante ¢,, on voit que f * ¢,
converge uniformément vers f, et f * ¢, est de classe C' et bornée. En
utilisant le théoreme de Cauchy-Lipschitz (et le théoreme des bouts), on
observe que I'on peut trouver une fonction ¢ € [0,T] — z,(t) € RN de
classe C*' telle que 2/,(t) = (f * én)(zn(t)) et 2,(0) = zg. Cette suite
(2 )nen de fonctions est bornée dans C! et vérifie donc les hypotheses du
théoréme d’Ascoli, si bien que I'on obtient une sous-suite z4(,,) uniformément
convergente sur [0, 7] vers une fonction continue ¢ — z(t). Il reste alors a
passer a la limite dans la formulation intégrale de 1’équation différentielle:

t
0

xa(n) (t) = Tin + / (f * ¢J(n))(l’g(n)(8)) ds.

Cela est possible car les convergences de f * ¢, et de x,, sont uniformes.

Exemples d’opérateurs compacts: Soit I,J des intervalles compacts.
Lorsque K est continue sur I x J, l'application de C(J) dans C(I) f —
{r el [, K(x,y) f(y)dy} est compacte (pour la norme uniforme sur I).

En effet, elle est continue et de plus,

’LK(xl,y)f(y) dy—[]K($27y)f(y) a

< [J[[|flloo sup |K(z1,y) — K(z2,y)|.
yeJ
On conclut en utilisant le théoréme d’Ascoli et 'uniforme continuité de K
sur I x J.

De méme, si K € L?(I x J), alors la méme application, mais de L?(J)
dans L?(I), est compacte.

En effet, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit qu’elle est
continue. De plus,

/d(x,81)<s

2

/meﬂww
J

mgm@m/me Gy,
:1:, 78,:’,{
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De plus,

/cl(x,31)>6

<Ilay | s [ 1@ ) =~ K dye
X, =

On conclut en utilisant le théoreme de Fréchet-Kolmogorov.

dx

/K(ar—i—hy y)dy — /ny dy

Corollaire: Soit K € C([0,1]x [0, 1]), positif, tel que K(z,y) = K(y,x),
et g € L*([0,1]). Alors on peut trouver f € L?([0,1]) tel que

1
va € [0,1], /0 K(,) [f(y) - F(0)]dy — F(z) = g(x).

Preuve: L’opérateur qui a f associe x +— — +1 fo (y) dy, avec

fo (z,y) dy, est compact sur L2([0, 1]) il sufﬁt donc d’appliquer
Ie theoreme de Fredholm & g/(1 + v), qui est encore dans L2([0,1]). 11 faut
pour cela vérifier I'injectivité de Popérateur qui & f € L?([0,1]) associe

T +1/K$y y)dy — f(x).

Supposons donc que pour z € [0, 1],

+1/ny y)dy — f(x) =

On a alors (pour z € [0, 1])

/ny @) dy = f(z).

On en déduit, en multipliant I’équation par f(z) et en intégrant que

1 1 1 B ) B 1 )
-5 | [ K@i - rwl e = [ 17@)P d.

A retenir absolument: Les 3 définitions équivalentes des compacts
d’un espace métrique; 1’énoncé et la démonstration du théoreme de Riesz;
la définition des opérateurs compacts; ’énoncé du théoreme de Fredholm;
I’énoncé des théoremes d’Ascoli et de Fréchet-Kolmogorov; le fait que les
opérateurs intégraux a noyau continu (resp. L?) sont compacts (dans I’espace
qui leur correspond).
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4 Dual de L?, Théoreme de Hahn-Banach, densité,
topologies faibles

4.1 Le dual d’un espace de Hilbert, le dual de L?(f2)

Rappel: Dans un espace de Hilbert H muni d’un produit scalaire ( | ),
Papplication x € H + (x|-) est une isométrie (bijection qui conserve la
norme) de H sur H'.

Théoréme: Soit 2 un ensemble mesurable de RV, et p € [1 + co[. On
note p’ 'élément de |1, +oo] tel que ]%—I—Z% = 1. On considere 'application ® :
feLr(Q)—[ge LP(Q): x> [, f(z)g(x)dz]. Alors ® est une isométrie
de L¥ (Q) dans (L?)'(Q) (bijection qui conserve la norme: () (zry @) =
AN o)

Preuve: On remarque que (pour f € LP(Q)) Dapplication ®(f) est
dans (LP)'(Q2) du fait de I'inégalité de Holder, de plus on obtient I'inégalité
HR()(zry ) < Il (). L'égalité des normes (et donc I'injectivité de

-1
®) s’'obtient en appliquant la forme linéaire a g = \fll#’ lorsque p > 1.
1FP=Tl|Le
Lorsque p = 1, on introduit g. = |A:|71 14, sgn(f), ott A. est un ensemble

non négligeable tel que pour z € A, [f(x)| > [|f|[z@) — &

On démontre la surjectivité dans le cas de IP(N). Le cas général est traité
par exemple dans Rudin, Real and Complex Analysis.

Soit W une forme linéaire continue sur I?(RY), avec p €]1, +oc[. On note
e’ la suite définie par e} = dj,, pour k,n € N. On pose v, = ¥(e"). On
observe que

3" il = 1% yal” % Lug)nen)|
n<N

< 1| gy o) (v Pl 2 e nenl vy

- 1/p
< ¥l (Z S ”)

n<N

, 1/p
< ¥y ( 3 w) .

n<N
Donc
H('Yn 1n§N)’n€NHlp’(N) < ||\I]H(ZP)I(N)’
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si bien que par passage a la limite lorsque N — 00, |[(Yn)nen||p ) < 00
Lorsque p = 1, on voit directement que ||(vn)nen||je vy < 00.

Pour toute suite (¢ )nen a support fini, on sait que W((cn)nen) = Y pen Yn Cn-
On conclut par densité des suites a support fini dans (P(N). On remarque
que pour p = 0o, cette derniere propriété n’est pas valide.

Proposition: (pour  C RV ouvert) les formes linéaires du type
» e WP(Q) — / f Oudd
Q

avec |a| < s, et f € LP (), sont des éléments de (WP(Q))".

A retenir absolument: La caractérisation du dual d’un espace de
Hilbert; la caractérisation du dual de L?.

4.2 Les théoréemes de Hahn-Banach

Définition: On dit qu’une fonction d’un espace vectoriel E (sur R)
dans R est sous-linéaire lorsqu’elle est positivement homogene et convexe,
i.-e. vérifie

p(Az) =Ap(z);  plz+y) < pl)+py),

pour xz,y € F et A € Ry. On voit qu'une semi-norme est une fonction sous-
linéaire & valeurs positives qui vérifie de plus p(z) = p(—x) pour z € E.

Définition: Pour C' un ensemble convexe contenant 0 d’un espace vec-
toriel £ sur R, on définit la jauge de C par pc(r) = inff,~0.c,0} p, POUr
x € E. La jauge prend ses valeurs dans [0, +o0].

Proposition: La jauge d’un ensemble convexe C' (d’un espace vectoriel
E sur R, et contenant 0) vérifie les propriétés des fonctions sous-linéaires
[c’est une fonction sous-linéaire lorsqu’elle est finie en tout point. Dans ce
cas, on dit que C est un ensemble convexe absorbant]. De plus p5'([0,1]) C
C C pg'([0,1)).

Lorsque E est un espace vectoriel normé ou semi-normé, et que C' est
ouvert, alors pc est finie en tout point, et C' = pal([O, 1]) (enfin, lorsque de
plus C' = —C, la jauge pc est une semi-norme continue de E).
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Preuve: On remarque que x € pC équivaut a Ax € ApC, lorsque
A >0, z € F, si bien que le premier axiome des fonctions sous-linéaires est
vérifié.

On observe ensuite que le deuxieme axiome des fonctions sous-linéaires
est vérifié automatiquement si pc(x) = 400 ou po(y) = +o0. Si ce n’est pas
le cas, il existe a;, 8 > 0, telsquex € aC,y € BC. Alorsaz+y € aC+5C C
(a4 B) C car C est convexe, et I'on voit que po(z +y) < po(x) + pa(y).

Les inclusions p;'([0,1[) € C C pg5'([0,1]) s'obtiennent de maniére
immédiate.

Si C est ouvert, on a B(0,e) C C, pour un certain € > 0. Pour z € E
(x #0), on a donc ﬁl’ € C, et pc(z) est fini.

Toujours lorsque C' est ouvert, si x € C, il est clair que = € § C pour
§ < 1, donc C = p'([0,1]).

Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique: Soit £ un espace
vectoriel sur R, et p une application sous-linéaire de £ dans R. On considere
une forme linéaire g sur un sous-espace vectoriel G de FE, telle que pour
x € G, g(x) < p(x). Alors il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge
g et telle que pour =z € E, f(x) < p(z).

Preuve: On considere ’ensemble P = {h : D, C E — R, avec Dj, sev de E
contenant GG, et h linéaire prolongeant g et inférieure a p}. Cet ensemble
est naturellement muni d’une relation d’ordre:

hi1 < hg lorsque Dy, C Dy,, h2’Dh1 = hy.

Si 'on considére une partie totalement ordonnée de P, notée (h;);cs, alors
en prenant Ujcr Dy, et h : x — h;i(z) pour x € Dy, (ce qui est bien défini!),
on obtient un majorant de (h;)icr.

On utilise alors le lemme de Zorn: tout ensemble ordonné inductif [i.-e.
tel que tout partie totalement ordonnée admette un majorant] admet un
élément maximal, [i.-e. tel qu’il est égal a tout élément plus grand que lui].

On considere f : Dy — R cet élément maximal. Si Dy # E, alors on
peut trouver xg € E tel que xo ¢ Dy. On considere alors Dy, = Dy + R,
et h(x +txzg) = f(x) +ta, pour a € R & fixer. On voit que Dj, est un sev
de E contenant G, que Dy C Dy, et que h est linéaire et prolonge g. On
choisit alors a € R de telle sorte que h < p sur Dy, i.-e.

Vt e R,z € Dy, f(x) +ta < p(x+txg).
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En utilisant 'homogénéité (positive) de f, p [et en prenant t~' z et non z],
on voit qu'il suffit de vérifier [pour z € Dy| que

f(@) +a<ple+mz),  flr)—a<p(@-x),

et donc que
sup[f — p(- — 20)] < o < inf[p(- + z0) — f].
Dy Dy

Choisir un tel « est possible car la sous-linéarité de p implique que

Va,y € Dy, f(y) —ply — x0) < p(w + x0) — f(2).

On conclut alors que (sous 'hypothese Dy # E) f n’est pas un élément
maximal, ce qui est absurde. On a donc Dy = E et I'on a construit 1’élément
annoncé par le théoreme.

Remarque: Le plus souvent, ce théoreme (sous la forme analytique
écrite plus haut) est appliqué dans le cas ou E est un espace normé. Le cas
particulier ot G = Rz, avec x € E, et f(tz) = t||z||g permet de trouver
f € E telle que ||f||gr =1 (et < f,z >= ||z||g).

Cela montre que pour = € E, on a |[z||g = maxg,epr ||| <1y | < by @ >
|.

En particulier, comme on ’avait vu dans les applications du théoreme
de Banach-Steinhaus, on obtient que toute famille faiblement bornée de E
(espace vectoriel normé) est fortement bornée (i.-e. bornée pour la norme).

On écrit maintenant le

Théoréme de Hahn-Banach, forme géométrique: Soit F un espace
vectoriel normé, et A, B deux convexes non vides disjoints. On suppose
que A est fermé et que B est compact. Alors il existe une forme linéaire
continue sur E telle que sup, f < infp f. On dit que 'hyperplan affine
fermé d’équation f(z) = % (sup, f + infp f) sépare A et B au sens strict.

Preuve: On commence par le

Lemme: Soit E un espace vectoriel normé, et C' un convexe ouvert
contenant 0 et ne contenant pas x¢ € E, alors il existe une forme linéaire
f continue sur E vérifiant f(x) < 1 pour x € C et f(xg) = 1. On dit que
I'hyperplan affine fermé d’équation f(x) = 1 sépare (au sens large) xg et C.
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Preuve du Lemme: La forme linéaire g(tzp) = t définie sur Ry
vérifie g(x) < po(z) (sur ce méme espace), ou pc est la jauge de C. On
en déduit que l'on peut prolonger g en une forme linéaire f continue (car
C' contient une boule et f est bornée sur C') sur E vérifiant les propriétés
indiquées dans le lemme.

On démontre ensuite le

Lemme: Soit E' un espace vectoriel normé, et deux convexes ouverts
non vides A et B disjoints, alors il existe une forme linéaire f continue sur
FE vérifiant sup 4 f < infp f. On dit que I’hyperplan affine fermé d’équation
f(z) = %(supA f +infp f) sépare A et B au sens large.

Preuve du Lemme: On remarque que C' = A + (—B) est un convexe
ouvert (C' = Uyep[A + (—y)]), ne contenant pas 0, mais contenant un point
—xg de E, si bien que C' + xg contient 0 mais pas xg. On dispose donc
d’une forme linéaire f continue sur E vérifiant f(x) < 1 pour x € C + x
et f(zo) = 1. Doncsia € A, b e B, fl(a—b+ x9) < f(xo), si bien que
f(a) < f(b), et finalement sup4 f < infp f.

On termine alors la preuve du théoreme de Hahn-Banach, forme géométri-
que: On remarque que A, = A+ B(0,¢) et B- = B + B(0,¢) sont des con-
vexes ouverts non vides de E. De plus ils sont disjoints pour € assez petit
car la distance d'un compact a un fermé d’intersection vide dans un espace
métrique est non nulle. On peut donc trouver un hyperplan fermé qui sépare
au sens large A, et B., et donc A et B au sens strict.

A retenir absolument: La définition et les propriétés de la jauge d’un
ensemble convexe; I’énoncé du théoreme de Hahn-Banach forme analytique
et la remarque sur son utilisation; I’énoncé et la démonstration [a partir de
la forme analytique] du théoreme de Hahn-Banach forme géométrique.

4.3 Densité

On déduit du théoreme de Hahn-Banach (forme géométrique) un critére
de densité:

Corollaire: Soit E un espace vectoriel normé, et A un sous-espace vec-
toriel de E. Alors A est dense dans F si et seulement si la seule forme
linéaire continue qui s’annule sur A est 0.
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Preuve: Si A # E, alors pour z9 € E — A, on dispose d’un convexe

fermé (A) et d’un convexe compact ({zo}) disjoints et non vides. Soit ¢ € E’
telle que sup 5 ¢ < ¢(zp). En particulier ¢(zg) > 0 et ¢|; = 0.

Exemple: L'ensemble Vect{z* e *";k € N} est dense dans L'(R). Il
suffit de vérifier que si ¢ € L®(R), et [, 2" ¢(z) e ¥ dz = 0 (pour tout
k € N) alors ¢ = 0 p.p. C’est le cas car on peut approximer e'*¢ par la série
entiere que cette fonction définit en utilisant le théoreme de convergence
dominée, si bien que pour tout £ € R, [ ¢(x) elé=2 gy = (0. On conclut
par injectivité de la transformée de Fourier.

A retenir absolument: L’énoncé et la démonstration [a partir du
théoreme de Hahn-Banach] du critére de densité.

4.4 Topologies faibles

Définition: Soit F un espace vectoriel normé. On définit la topologie
faible de E' comme la moins fine qui rende tous les éléments de E’ continus
(on en déduit qu’elle est plus faible que la topologie de la norme), ou bien (de
manieére équivalente), celle qui est définie par les semi-normes | < ¢,- > |,
pour ¢ € E'.

On dit donc qu’une suite (xy,),en converge vers x dans F faiblement (et
on note xz,, — x) lorsque pour tout ¢ € E', < ¢, Xy, >—pen< ¢, T >.

Exemple: En utilisant la caractérisation du dual de LP, on voit que
(frn)nen converge vers f faiblement dans LP(Q2) (pour p € [1,+o0[, et Q C
RY mesurable), lorsque pour tout ¢ € LPI(Q),

[ ) 6@y de sy [ @) 6l da
Q Q

En particulier, une limite faible dans LP est unique. Ce résultat est en fait
général:

Proposition: Soit £ un espace vectoriel normé. La topologie faible qui
lui est associée est séparée.

Preuve: C’est une conséquence du théoreme de Hahn-Banach: si
< ¢,xg >= 0 pour tout ¢ € E’, alors g = 0 car on peut trouver ¢ € E’
telle que < ¢, xo >= ||xo]|.

48



Proposition: Soit F un espace de Banach. Toute suite fortement con-
vergente y est faiblement convergente. De plus, toute suite faiblement con-
vergente est bornée (pour la norme).

Preuve: La premiere partie de la proposition est évidente. On a déja vu
que la seconde partie est une conséquence des théoremes de Hahn-Banach
et de Banach-Steinhauss.

Exercice: Montrer que (x +— sin(nx)),en converge faiblement vers 0
dans LP(]0,1[) pour p € [1,+oo[, mais pas fortement.

Exercice: Soit p €]1,+00[. Montrer que si (f,)nen est une suite forte-
ment convergente vers f dans LP(RY) et (g,)nen est une suite faiblement
convergente vers g dans L? (RY), alors (fy gn) converge faiblement vers f g
dans L'(RM).

Proposition: Dans E espace vectoriel normé, les convexes fermés faibles
et les convexes fermés forts sont identiques.

Preuve: On remarque déja que ’aspect convexe ou pas des sous-ensem-
bles de E est indépendant de la topologie. On sait par ailleurs que tous
les fermés faibles (convexes ou pas) sont des fermés forts. On considere
maintenant un convexe fermé fort C. Soit zo ¢ C, et f une forme linéaire
continue sur F telle que < f,z9 >< infyec < f,y >, obtenue grace au
théoreme de Hahn-Banach dans sa forme géométrique. On considere alors
V ={{z € E,< f,x >< %(< f,xo > +infyec < f,y >)}. Clest un
voisinage de xg faible inclus dans C°. On en déduit que C¢ est un ouvert
faible, et donc C un fermé faible.

Corollaire: Soit (fy,)nen est une suite faiblement convergente vers f
dans LP(Q) pour p € [1,400[ et  sous-ensemble mesurable de RY.

- Si l'on sait que f, > 0 (p.p.), alors f > 0 (p.p.).

- Si l'on sait que || fp|[zr) < 1, alors [|f||zp) < 1.

Preuve: Lesensembles {f € LP(Q), f>0}et{f € LP(Q), ||fllrrq) <
1} sont des convexes fermés forts, et donc faibles.

Remarque: Soit  un ouvert de RY. Les suites (f,)nen faiblement
convergentes dans W*P(Q) vers f (pour s € N et p € [1,+00][), convergent
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faiblement dans LP(S2), ainsi que leurs dérivées d’ordre inférieur a s, c’est-
a-dire qu’elles vérifient pour tout ¢ € L¥ (),

« N ol < s o fn(x) d(x) do W f(x) p(x) dx.
Yo e NV, ja| <5, /Q@f()cb()d%/ﬂaf()aﬁ()d

A retenir absolument: La définition des suites faiblement conver-
gentes dans un espace de Banach, la preuve de l'unicité de leur limite; le
fait que convergence forte entraine convergence faible; la caractérisation des
suites faiblement convergentes de LP; I’énoncé et la preuve du théoreme
d’équivalence entre convexes fermés forts et faibles; les propriétés des suites
faiblement convergentes de W*P.

5 Topologie faible *, espaces réflexifs, compacité
faible

Définition: Soit E un espace vectoriel normé. On définit la topologie
faible * (dite aussi tres faible) sur E' comme la moins fine qui rende les
applications < -, zy > (pour zp € E) continues. C’est également la topologie
définie par les semi-normes | < -,z > |, pour g € E.

Une suite (¢, )neny de E' converge vers ¢ € E’ lorsque pour tout x € E,
ona < Qp, T > p sl @, T >.

Proposition: Soit F un espace de Banach. La topologie tres faible sur
E’ est séparée, et plus faible que la topologie faible sur E’. Toute suite
fortement convergente de E’ (i.-e. pour la norme de E’), est faiblement
convergente et toute suite faiblement convergente de E’ est trés faiblement
convergente. Toute suite faiblement * convergente est bornée, et une forme
linéaire limite faible % est automatiquement un élément de E’ (i.-e. con-
tinue).

Preuve: La séparation est évidente. Le fait que la topologie tres faible
est plus faible que la topologie faible est une conséquence du fait que le
pour tout z dans E, lapplication C(z) : ¢ € E' —< ¢,z > est une forme
linéaire continue (pour la topologie forte) sur E’ (i.-e. un élément de E”).
L’application C, dite opérateur d’évaluation, est une injection isométrique
de E dans E”.

La derniere partie de la proposition a déja été vue comme corollaire du
théoreme de Banach-Steinhauss.
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Exemple: Soit @ C RY mesurable. Il est clair que les topologies
faibles et faibles * sont identiques pour LP(2) (quand on identifie (L?)'(£2)
et LPI(Q)), lorsque p €]1, +oo[. Il n’y a pas lieu de définir de topologie faible
% sur L1(Q) (ce n’est pas a priori un dual). Enfin, la topologie faible x est
largement utilisée pour L*°(€2). Une suite (f)nen converge dans L>(2)
faible * vers f lorsque pour tout ¢ € L!(Q2), on a

[ @) 6(a)dz s [ $la) 6(0)

Définition: Soit E un espace vectoriel normé. On dit que F est réflexif
lorsque 'opérateur d’évaluation C' : E — E” définie par x — [¢p € E/ —<
¢,z >| est une bijection isométrique (qui conserve la norme).

Remarque: L’application C' (opérateur d’évaluation) est toujours une
injection isométrique, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, forme analy-
tique (qui fournit une forme linéaire continue f telle que ||f||pr = ||z||E
et < f,x >= ||z||%. L’espace est dit réflexif lorsque c’est également une
surjection.

On voit que si E est un espace réflexif, il y a identité entre la topologie
faible et faible * dans E’.

Les espaces de Hilbert sont réflexifs du fait du théoreme d’identification
avec leur dual. C’est également le cas des espaces LP(2), pour p €]1,4+o0],
et Q C RN mesurable.

Proposition: (Alaoglu) Soit E un espace vectoriel normé. Alors la
boule unité fermée de E’ (pour la topologie forte, c’est-a-dire I’ensemble des
[ € E tels que || f||gr < 1) est compacte pour la topologie faible .

Preuve: On la fait dans le cas (qui est le seul vraiment utile) ou cette
méme boule est métrisable pour la topologie faible % (cf. proposition suiv-
ante). On commence par observer en considérant les semi-normes qui la
définissent que la topologie faible * sur E’ n’est autre que la restriction &
E’ de la topologie de la convergence simple pour les fonctions de E dans R,
c’est-a-dire la topologie “produit infini” de R¥.

La restriction de cette topologie & la boule unité fermée de E’ (pour la
topologie forte de E’) n’est autre que la restriction & ’ensemble des fonctions
linéaires de norme < 1 du compact (comme produit quelconque de compacts)

[Leerl=llzllz: [|2]| ]
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Pour conclure, il suffit de vérifier que cet ensemble est fermé pour la
topologie faible * de E’, en effet un sous-ensemble d’un compact est compact
lorsqu’il est fermé. Comme on s’est restreint au cas ou la boule unité fermée
(pour la topologie forte de E’) est métrisable, il suffit d’observer que si une
suite de fonctions linéaires f,, de ' dans R converge simplement vers une
fonction f, cette derniere est linéaire; et que si ces mémes fonctions vérifient
pour chaque = € E: |f,(x)| < ||z||g, alors on a également |f(z)| < ||z|| .

Proposition: Si E est un espace vectoriel normé séparable, alors la
boule unité fermée (pour la topologie forte) de E’ est métrisable pour la
topologie faible .

Preuve: Soit (zy)nen une suite dénombrable dense de Bg(0,1). On
pose pour f,g € Bg(0,1): d(f,9) = > en-2""| < f—g,2n > |. Clest
clairement une distance. On montre qu’elle définit la méme topologie que
la topologie faible .

Soit V' un voisinage de fy € Bpg/(0,1) pour la topologie faible x. Il
contient un ensemble de la forme N¥_,{| < - — fo, 4 > | < e} N Bg(0,1) avec
Y1,.,Yr € E (ou, sans restreindre la généralité, yi,..,yx € Bg(0,1)). Soit
(pour i = 1..k) n; € N* tel que ||y; —zp,|| < e/4, et r > 0 tel que 2™ r < /2.
Sid(f,fo) <r,onal < f— fo,xn >|<2%r, donc| < f— fo,ys >|<
1f = follwr=/a+2/2 < e.

Soit réciproquement r > 0 et fy € Bg/(0,1). On choisit k£ € N tel que
27k+1 < /2. Supposons que | < f — fo,z; > | < r/2 pour i = 1,..,k et
f € Bp(0,1). Alors d(f, fo) < 7/2+27%1 < r pour ¢ assez petit et k assez
grand.

On en déduit immédiatement le corollaire essentiel suivant:

Corollaire: De toute suite bornée dans le dual E’ d’un espace vectoriel
normé E séparable (i.-e. dont les normes dans E’ sont bornées dans R), on
peut extraire une sous-suite convergeant faiblement * (vers un élément de

B).

Proposition: Pour p € [1,+o0[, et Q € RY mesurable, 'espace LP(£2)
est séparable.

Preuve: On fait la preuve pour 2 = [0, 1]. La famille des Z?:_ol i Vi (1) /]

avec k € Net \; € QQ, est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles
dénombrables (équipotents & QF). Elle approxime les fonctions de C* ([0, 1])
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pour la norme L*°([0,1]): c’est clair en utilisant le théoréme des accroisse-
ments finis et la densité de QQ dans R. On conclut en utilisant la densité des
fonctions de C'*([0,1]) dans LP([0,1]) (pour la norme de LP(]0,1])).

Cette proposition et le corollaire précédent montrent que

Théoréme: Soit p €]1,+oc[, et & C RY mesurable. De toute suite
bornée dans LP(£2), on peut extraire une sous-suite convergeant faiblement
dans LP(Q2) (vers un élément de LP(€2)). De toute suite bornée dans L>(€2),
on peut extraire une sous-suite convergeant faiblement * dans L*°(2) (vers
un élément de L>°(2)).

On déduit de cette proposition le résultat suivant pour les suites bornées
dans un espace de Sobolev:

Proposition: Soit Q un ouvert de R, p €]1,+oc[ et s € N. De toute
suite f, bornée dans W*P(2), on peut extraire une sous-suite convergeant
faiblement dans LP(2) vers un élément f € W*P(Q), dont toutes les dérivées
Oq frn. d’ordre inférieur & s convergent dans LP(Q2) faible vers 0, f.

De toute suite f,, bornée dans W*°°(2), on peut extraire une sous-suite
convergeant faiblement * dans L>°(Q) vers un élément f € W*°(Q), dont
toutes les dérivées J, f, d’ordre inférieur a s convergent dans L>°(2) faible
x vers Oq f .

La compacité faible dans les espaces de Sobolev permet de résoudre
de nombreux problemes d’existence de solutions pour des équations aux
dérivées partielles (EDP), ainsi:

Théoréme: Soit @ C RY un ouvert borné, et f € L2(Q). Alors il existe
u € HY(Q), tel que

Vv e HY(Q), /(Vu’Vv+uva):O.
Q

[C’est a dire, lorsque 2 est régulier (Cf. chapitre suivant), une solution faible
au probleme de Neumann
—Au+u=f,

Vu-nlgg =0,

ol n est la normale extérieure a €Q.]
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Preuve: On considere Ji := inf,cg1(q) J(u), ot

() :_/Q< \Vu]Q—i- w2 fu)

On observe que J(u) > —% Q f?, si bien que J, > —oo0.

On considere alors une suite minimisante u,, € H'(Q), vérifiant J, <
J(un) < Je + 1, et limy, 500 J(un) = Ji. Cette suite est bornée dans H! (),
car J(up) > iHUnH%{l(Q) — Jo /*. Elle admet donc une sous-suite )
convergeant dans L?((2) faible vers un élément u € H*(2), et dont le gradient
converge dans L?(Q) faible vers Vu. Cette limite u réalise I'inf (i.-e. J(u) =

Jx) car
lim f Uy / fu,
n—o0
et
liminf/ |Vua(n)|22/ |Vu|?
d’une part

. 2 2
>
hnrglogf/glua(n)l _/QIUI
d’autre part.

On observe alors que pour tout ¢ € R, et v € H(Q),
J(u+ev) > J(u),

et on obtient le résultat demandé en faisant tendre ¢ vers 0, par valeurs
positives d’abord, puis par valeurs négatives.

A retenir absolument: La définition des suites * faiblement conver-
gentes; I’énoncé du théoreme d’Alaoglu et de métrisabilité des boules unités
faibles *; 1'utilisation de ce théoreme pour les suites bornées dans LP et W*P

(p>1).

6 Injections de Sobolev

6.1 Densité dans les espaces de Sobolev

On commence par définir la convolution d’une distribution et d’une fonc-
tion de D(RM).
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Définition-Proposition: Pour 7' € D'(RY), ¢ € D(RY), et z € RY,
on pose
(T % ¢)(x) =< T, ¢(x — ) > .

On dit qu’il s’agit de la convolée de T et ¢, et c’est une fonction de classe
C>(RY). De plus pour o € NV, on a

Oa(T % @) = (0T) % ¢ =T * (On).

Enfin, cette définition prolonge celle de la convolution des fonctions. En effet
si T = Uy avec g € L}, (RY), alors pour tout ¢ € D(RY), Uy ¢ = g x ¢.

loc

Preuve: On se contente de vérifier que T * ¢ est de classe C! et que sa
dérivée est T * ¢/, en dimension 1.
En effet, pour |h| <1,

(T * @) (@ + h) — (T +¢)(x) — h (T +¢') ()]
=|<T,¢plx+h—-)=¢(a—:)—h¢'(z—-)>|
< CSupp¢(:p—~)+B(O,l) Hgb(l‘ +h— ) - ¢(x - ) - h¢/($ - )”Ck

1
< Csumote—yinom B2 | /O ¢z — -+ 01) (1— 6)do] e

< CSuppqS(a:—-)—f—B(O,l) |h|2 ”¢||Ck+2‘
On observe également que
[(0aT) % ¢](x) =< 0T, p(x — -) >
= (1) < T, 0a[(a — )] >
=<T, [6a¢]($ - ) >
= (T * 0p0)(x).
Enfin pour g € L} (RY),

loc

Uy * 9)(x) =< Ug, oz — ) >

= /RN 9(y) d(x —y) dy = (g * ¢) ().

Corollaire: Pour s € N et p € [1,00[, 'espace D(R") est dense dans
WeP(RY) (pour la norme || ||ysa»).
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Preuve: Si u € W*P(RY), on commence par observer que uy, —
u dans W3P(RY), avec x,, € D(RYN), tels que Supp(xn) C B(0,n + 1),
SUPerN nen | VXnl| < 00, 0 < xn < 1, et Xalpo,n) = 1. Donc I'ensemble
W:P(RY) des fonctions de W*P(RY) & support compact est dense dans
WeP(RY),

Pour u € WZP(RY), on observe alors que u * ¢, — u dans W3P(RY),
lorsque ¢,, est une suite régularisante. En effet, la proposition précédente
montre que Oy (U * ¢p) = (Oqtt) * ¢

Notons que si I'on admet que pour f € LP(RY) (p € [1,00]), on a
f *¢n — f, alors la premiere partie de la preuve (troncature) est superflue.
Elle et par contre utile si 'on admet seulement que pour f € Ll(RN ), on a
f* én — f (ce que on a observé au paragraphe 1.3).

Remarque: Le corollaire précédent ne peut s’étendre en général au
cas de W*P(Q), ot  est un ouvert de RV, On peut s’en rendre compte
en considérant W11(]0,1[) par exemple. En effet en écrivant que f(1) —
f(0) = fol f'(t)dt pour toute fonction réguliere (C') f, on voit que les
limites dans W11(]0, 1[) de fonctions régulieres & support compact vérifient
toutes fol f/(t)dt = 0, et donc f(1) = f(0) = 0 si elles sont régulieres. Le
fonctions qui sont régulieres (C1) mais qui ne s’annulent pas en 0 et 1 ne
sont donc pas dans I’adhérance de D(]0, 1) dans W1(]0, 1[) (pour la norme
de W1i(]o, 1])).

Néanmoins, il existe un résultat de densité dans des ouverts dont la
frontiere est suffisamment réguliere, décrit ci-dessous.

Définition: On dit qu'un ouvert Q de RY est régulier (de classe C™)
si en chaque point x de sa frontiere, il existe un difféomorphisme de classe
C> qui transforme un voisinage Vi de x dans RY en un voisinage V5 de
0 dans RV, I’intersection de la frontiere de Q avec Vi en lintersection de
I'hyperplan {z; = 0} avec V&, et l'intersection de 2 avec V; en l'intersection
du demi-espace {x1 > 0} avec V5.

Le résultat de densité pour les espaces de Sobolev sur de tels ouverts
s’écrit:

Proposition: Soit © un ouvert régulier de RV, et s € N, p € [1, +oo|.
On considere f € W*P(Q). Alors on peut trouver une suite (fy)nen de
D(RY) telle que fp,|q — f dans W5P(Q).

C’est une conséquence du résultat suivant de prolongement (que 1’on
admettra):
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Proposition: Soit N € N*, Q un ouvert régulier de RY, et s € N,
p € [1,400]. Alors il existe une constante C'(2) > 0 et un opérateur linéaire
P W*P(Q) — W*P(RN) vérifiant (pour tout u € WP(Q)) Pulq = u, et
pour tout s’ < s,

HPUHWs’m(RN) <C((Q) HUHWs’,p(Q)-

A retenir absolument: La définition et les propriétés de la convolée
d’une distribution et d’une fonction de D.

6.2 Injections de Sobolev: cas sous-critique

Remarque: En observant la relation

u(x)z/olu@)dy—/ol [ waray

(pour z,y €]0,1[, et u € D(]0,1[)), on voit que

ull Lo qoapy < NullLrgoap + 14l Lrgo1p-

En d’autres termes, “quitte & perdre une dérivée”, on peut passer de L' &
L. Les injections de Sobolev sont une famille d’inégalités qui généralise
cette idée en dimension quelconque, et pour des espaces de type LP quel-
conques. On commence par le cas dit sous-critique, et pour des espaces de
Sobolev définis sur RY tout entier:

Proposition: Soit N € N*, s € N, et p € [1, +00[. On définit p* € R par
Z% = 1% — %, et on suppose que p* > 0 (i.-e. p < N/s, dit cas sous-critique).
Alors W*P(RN) c LP"(RY) et il existe une constante C(p,s, N) > 0

telle que pour tout u € W*P(RY)

[l o vy < O, N) Y |00l ogn)- (2)

laf=s

Remarque: On peut retrouver la formule définissant p* en utilisant
I'invariance par dilatation de la formule (2). Si on pose vy(x) = u(Az),
pour A > 0 et € RV, on voit en effet que (lorsque || = s)

loall e vy = AN [[ul| Lo vy, 100vall Lo @ny = A NP (| 0aul| 1o @)

En faisant tendre A vers 0 et oo, on en déduit que la formule (2) ne peut
étre valide (pour tout u € W*P(RV)) que si —N/p* = s — N/p.
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Preuve: On fait la preuve lorsque N < 2. On voit que la condition de
sous-criticité ne peut étre alors vérifiée que si N =2 et s = 1.
On commence par le cas ot u € D(R?).

On a . ,
u(x,y)Q:/ 31U(7f,y)dt/ Oou(z, s)ds,
puis
[ [ Pty < [ [ owutepldidy [ [ iooute.s)|dsds
R2 R2 R2
si bien que

1
lullz2ee) < 5 Y 10tl[11gewy.

laf=1
11 s’agit de I'inégalité de Sobolev (2) pour p =1, s =1, N = 2. On observe
que (puisque p* > 2) l'on a (z — |z|P"/>7tz) =z % |z[P"/2=1. En
appliquant 'inégalité de Sobolev pour p = 1,5 = 1, N = 2 & |ulP"/?>1u,
puis I'inégalité de Holder, on obtient (on observera que dans le cas que 'on
traite: p’ (p*/2 —1) = p*, et de manieére générale p*/p’ = —1+4p* (1 —s/N))

*/2 p* *j9_
ullf ey < 5 D0 1Tl 27 Gaul| 1 o)
la]=1

v “/2-
ST /2 1|’Lp'(R2) Z 1Oaul| L (r2)

lal=1

p* */2—1
< Tl ey Yo 19atlloee).

la|=1
Finalement,
p*
lellze @2y = 7 > 0aul| 1o (r2)-
la|=1

On conclut par densité de D(R?) dans WP(R?), et en utilisant le lemme de
Fatou (la suite approximante u,, admet une sous-suite qui converge presque
partout, et donc telle que |un|p* converge également presque partout) que
cette inégalité est valable pour u € W1P(R?).

Cette proposition prend la forme suivante, lorsque ) est un ouvert
régulier:
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Proposition: Soit N € N*, s € N, p € [1, +o0], et © un ouvert régulier
de RY. On définit p* € R par I% = %D — &, et on suppose que p* > 0 (i-e.
p < N/s, il s’agit encore du cas sous-critique).
Alors il existe une constante C(p,s,§2) > 0 telle que pour tout u €
wer (),
lull o @y < Cor5,9) lullwes(ey,

On voit en particulier que pour ¢ € [p, p*],

[ullLa) < C(p, s, Q) [|ullwsr@)-

Lorsque l'ouvert € est borné, on peut méme prendre ¢ € [1, p*].

Preuve: C’est une conséquence du théoréeme de prolongement et de la
proposition précédente. En effet

lull o @) < 1Pull o )

< C(p, s, N) |[Pullysp@nyy < C(p, s, Q) |ullwsrq)-

La seconde inégalité s’obtient par exemple a partir de I'inégalité de Holder.

Remarque: On voit que le cas critique p = N/s ameéne a 'inégalité
précédente, mais pour g € [p, oo (ol ¢ € [1, 00[ lorsque 'ouvert est borné).

A retenir absolument: L’énoncé du théoreme d’injection de Sobolev
dans le cas sous-critique pour RY et pour un ouvert régulier de RY; la
démonstration de ce théoréme dans le cas de W1(R?).

6.3 Inégalités de Sobolev: cas surcritique

On commence par une proposition dans le cas de ’espace RY tout entier:

Proposition: Soit N € N* et p € [1,400[. On suppose que p > N.
Alors WHP(RY) C Cy(RY) [i-e. il existe @ continue et bornée sur RV telle
que u = 4 p.p.] et il existe une constante C(p, N) > 0 telle que pour tout
u € WHP(RN),

]| oo mvy < Cp, N) [[ul [0 @y
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De plus, on a une estimation dans un espace dit de Holder (C%1=N/P(RN)):
Vrg,z1 € RN, i(z1) — d(wo)| < Clp, N) ||lw1 — 2ol[* P || Vul| oy

Preuve: On fait la preuve lorsque N = 2. On commence par prendre
u € D(R?). On consideére @ un carré d’aréte de taille  contenant (xg,%o) €
R?. Comme

1
u(r,y) — u(xo,yo) = /0 {(l’ —20) u(wo +t(z — x0),%0 + 1 (y — yo))

+(y — o) Dou(wo +t (z — x0),%0 +t (¥ — y0)) } dt,

| | o) T = oo

! drd
S//Q/ r!Z8au(w0+t(:r—xo),y0+t(y—y0))\dt rgy
0

|a|=1

1 1
Sr/ //|Z@au(ﬂso+t(m:co),y0+t(yy0))|da:dy dt
0 Q

|af=1

1 / | / / dt
< - E Oau(x 4+ a,y +b)| dedy —
r Jo o Ja<tr Jppl<tr | o] ( ) t2

=1

on a

L[ 2y di
< r . I Z 8aU||Lp(R2) (2tr) -

t2
|a|=1
92/p" p1-2/p
< BT | Z OaullLr(r2)-

|a|=1

Comme deux points quelconques (x1,y1) et (o, yo) sont dans un méme carré
d’aréte de taille sup(|x — x|, |y — yo|), on obtient I'estimation annoncée:

1-2/p

[u(z1,y1) — u(zo, yo)| < C(p) sup(|z1 — @0, [y1 — o) [ Vul| e g2).-

En considérant des carrés d’aréte de taille 1, on voit que

(20, vo)| < / / lu(z, y)| dady + C(p) ||Vl | oz,
lz—20|<1/2,ly—yo|<1/2
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On en déduit que

[|ul| oo m2y < Jullprmzy + (1 — 2/p)" IVl Lo (r2)-

On conclut par densité de D(R?) dans W1 (R?) (pour la norme de WP (R?)).
Le représentant continu @ de u s’obtient par utilisation du théoreme de pro-
longement des applications uniformément continues.

Cette proposition s’étend au cas d’un ouvert régulier de RY, grace au
théoreme de prolongement:

Proposition: Soit N € N*, Q un ouvert régulier de RY et p €|N 4 oo
(cas surcritique). Alors WHP(Q) € Cy(Q) [i--e. il existe @ continue bornée
sur Q telle que u = @ p.p.] et il existe une constante C(p, Q) > 0 telle que
pour tout u € W1P(Q)

[ul[ oo @) < C(p, ) [|ullwip(q)-
De plus, on a une estimation dans un espace dit de Holder (C%'=N/P(Q)):
Vo, z1 € €, |i(21) — @(w0)| < C(p, ) [Jz1 — zol " [[ul 1) -

Remarque: Les injections de Sobolev permettent d’obtenir une famille
d’inclusions “diagonales” dans le diagramme d’inclusions “rectangulaires”
des espaces de Sobolev (pour des ouverts bornés réguliers).

A retenir absolument: L’énoncé du théoreme d’injection de Sobolev
dans le cas surcritique pour un ouvert régulier.

6.4 Injections compactes: théoreme de Rellich

On commence par la

Proposition: Soit N € N*, Q un ouvert de RY et p € [1, +o0[. Alors il
existe C'(Q,p) > 0 tel que pour u € WHP(Q), on a lorsque w est un ouvert
vérifiant w + B(0, |h]) C Q, I'inégalité:

/ |u(z + h) —u(z)Pde < C(Q,p)|h|P / |Vu(x)P de.
w Q

Preuve: En effet, pour u € D(RY), on écrit

u(x—l—h)—u(a:):/Olh-Vu(x—Fth)dt,
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si bien que pour tout w ouvert de RY,

/ lu(z + h) —u(z)P dr < \h|p/ |Vu(x)? dz.

+B(0,|h])

On conclut par prolongement/densité (on le fait avec le théoreme de pro-
longement précédemment énoncé lorsque 'ouvert €2 est régulier; une autre
méthode de densité, que I'on ne détaillera pas, permet de 'obtenir dans le
cas général).

Théoreme de Rellich: Soit N € N*,  un ouvert borné régulier de
RN et p € [1,+oo[. Alors la boule unité (fermée) de W'P(Q) est compacte
dans

1. L1(Q) fort pour ¢ € [1,p*(= %)[ lorsque p < N (cas sous-critique)

2. L9(Q) fort pour ¢ € [1,00[ lorsque p = N (cas critique)

3. C(2) si p> N (cas surcritique).

La cas surcritique s’obtient directement par le critere d’Ascoli grace a
I'estimation dans I’espace de Holder (notons dans ce cas que les éléments de
C(9) sont les représentants continus des éléments de W1P(Q), et non des
éléments de cet espace).

Le cas sous-critique s’obtient en observant que ’on peut trouver a €
10, 1] tel que % =a-+ 1;*“, si bien qu’en utilisant I'inégalité de Holder avec

I — u|? = |mhu — ul®? |7 — u|(1=® 9 (et en notant 7, la translation de
vecteur h), pour w ouvert de € tel que @ est compact et inclus dans 2, et
|h| < d(w,Q),

—Q

It =l oy < e =l llmme = wll 15

< BVl 0y (2 C 0 ) [lullwio )~

On vérifie donc le premier critere du théoreme de Fréchet-Kolmogorov.
De plus, toujours par inégalité de Holder (ou de Jensen),

lull pa@—w) < [ull o () 12 — w] 797"

< O, D) fullwis) 12— o] 797"

On vérifie donc le second critere du théoreme de Fréchet-Kolmogorov.

Le théoreme de Rellich s’utilise le plus souvent sous la forme suivante:
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Proposition: Soit © un ouvert borné régulier de RY, et une suite
(tn)nen bornée dans WHP(Q), avec 1 < p < oo. Alors il existe u € W1P(Q)
et une sous-suite (ug(n))neN telle que Onug(n) converge faiblement dans
LP(Q) vers Oqu (pour |af = 1) et

si p<N, Ugny — u dans LY(Q) fort pour 1<qg<p’,
si p=N, Uy(ny — uw dans LY(Q) fort pour 1< g < oo,
si co>p>N, Uy(n) — w  uniformément.

A retenir absolument: L’énoncé du théoreme de Rellich et ’énoncé
de la derniére proposition.

6.5 Exemple d’utilisation du théoreme de Rellich dans un
probléeme elliptique non-linéaire

Le théoreme de Rellich permet de passer de la preuve d’existence de
solutions pour les EDP linéaires (cette preuve utilisait les théorémes de
compacité faible) a la preuve d’existence de solutions pour les EDP non-
linéaires (dont la non-linéarité a une croissance maitrisée).

Théoréme: Soit & C RY un ouvert borné régulier, F € CL(R) (i-e. F
est bornée ainsi que sa dérivée), et f € L2(£2). Alors il existe u € H(Q) tel
que

Vo € HY(Q), /<VU'VU+F/(U)U+UU—fU>:O,
Q
[c’est & dire une solution faible au probleme de Neumann
—Au+ F'(u) +u = f,

Vu-nlsgn =0,

ou n est la normale extérieure a €2].

Preuve: On considere en effet J* := inf,cp1(q) J(u) (dont on vérifie
qu’il est fini, en utilisant I'inégalité élémentaire ia2 —ab=—b?) ol

J(u):/ge |Vu|2+F(u)+;u2—fu),

et une suite minimisante (u,)neny de HY(Q), i-e. telle que J* < J(uy) <
J* 41 et limy 400 J (1) = Js.
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On vérifie que cette suite est bornée dans H'(), elle admet donc une
sous-suite (u,(,))nen convergeant faiblement dans H*(€2) et fortement dans
L?(2), vers une limite u. On observe (quitte & extraire) que [, F(uq(n)(z)) dz —
Jo F(u(x)) dz par convergence dominée, si bien que J(u) < limy, oo J (Ug(n)) =
J*, et finalement J(u) = J*.

On écrit alors pour tout ¢ € R et v € HY(RY) I'inégalité J(u) < J(u +
ev). Comme e ! [[F(u+ev) — F(u)] = [qv fol F'(u+e6v)db, on voit
par convergence dominée que lime_0e™ ! [[F(utev)— F(u)] = [ov F'(u),
si bien que (en utilisant € > 0):

Yo e HY(Q), /Q<Vu~Vv+Fl(u)v+uv—fv>>0,
puis (en utilisant € < 0 ou v — —v):
Vv e HY(Q), /Q(Vu-Vv—i—F'(u)v—i—uv—fv):O.
A retenir absolument: Le principe de la méthode d’obtention d’une
solution d’une EDP par minimisation.
7 Transformée de Fourier des distributions tempérées
7.1 Transformée de Fourier des fonctions: rappel des définitions

et propriétés principales

Définition: Pour f € LY(RYN), on appelle transformée de Fourier de f
et on note f ou Ff la fonction définie (pour & € RY) par

for= [ e

Remarque: Cette définition admet de nombreuses variantes, qui con-
duisent a des formules ou les constantes sont parfois différentes de celles
présentées dans ce polycopié.

Proposition: Lorsque f € L'(RY), la transformée de Fourier f est
continue et tend vers 0 & 'infini (en tant que fonction de &). Cette derniere
propriété est parfois appelée “lemme de Riemann-Lebesgue”.

Preuve: La continuité est une conséquence du théoreme de convergence
dominée. Le lemme de Riemann-Lebesgue est une conséquence de la densité
des fonctions de C(RY) dans L'(RY).

64



Il est possible d’inverser “explicitement” la transformée de Fourier grace
au théoreme suivant:

Théoréme: Soit f € L'(RN) telle que f € L' (RY). Alors pour presque
tout z € RY,
f@) = @m ™ [ i e
RN
En d’autres termes, [FFf](z) = (27)" f(—x). La formule précédente
permet de définir f en tout point z de RV (et non “presque partout”) et
fait alors de f une fonction continue sur RV,

Remarque: Cette formule peut directement étre vérifiée sur les couples
(pour z,& € R)

fla)=e7%  f(&) = (2m) 2 €2

et 9
fz) =ell; f(§) = e

Le deuxieme couple est 1ié & une application classique de I'analyse complexe.
Le premier peut étre mis en évidence a partir d’une équation différentielle

simple: Si on note g la transformée de Fourier de z € R — e_f”2/2, on a
+oo
9(&) = / e~ /2 iy,
—o0
donc
+o0 9 )
J© = [ iz
—0o0
+oo +oo )
=1 / (—x—i&) e %/ 2mixl gy / 56_7”2/2_“”£ dx
— 0o —0o

= —£9(8)
De plus ¢(0) = (27)Y/2, donc g(¢) = (2m)/2e~¢"/2.

Preuve: On calcule (en utilisant le théoreme de Fubini)

e

em ™ [ e e a

—en Y [ ] [ e alay
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_ —N/2 —7“;3'2 dy
= [ e

On fait alors tendre € vers 0.
Grace au théoreme de convergence dominée, on voit que

oA le|? oA
lim [ TS f(e) e T de = | e f(€)dg
e—=0 JrN RN
uniformément pour z € RV,
D’autre part, lorsque f est continue et bornée, on remarque que

_ ,ﬂ dy
(2) N/Q/RNf(y)e > N2

|z|2
= (2m) /2 (x —Vez)e 2 dz.
RN
Mais pour tout z € RY, f(x—+/e2) — f(z) lorsque € — 0 car f est continue,
et

2
=]

fz—vez)e T <|[[fllwe T,

cette derniere fonction étant intégrable, donc d’apres le théoréme de conver-
gence dominée, pour tout z € RY,

z—yl2
—lz—y| dy

. —N/2
tim (2m) N2 | p) e

= f(x).

Comme de plus
_ _l=—y® dy
e [ e S - )] <21l
RN €

la convergence & lieu dans L'(B(0, R)) pour tout R > 0.

On conclut par un argument de densité. On sait que les fonctions de L'(RY)
peuvent étre approchées (dans L'(R”)) par des fonctions continues & sup-
port compact. On en déduit que lorsque f € L'(RY),

e—y2 d
i (2m) 2 [ pla) e R = r(a)

e—0

dans L'(B(0,R)) pour tout R > 0. On a donc 'égalité demandée pour
presque tout z.

Remarque: Le deuxieme couple fonction/transformée de Fourier présenté
en exemple illustre le lien entre régularité d’une fonction et comportement a

66



'infini de sa transformée de Fourier (et vice-versa). On peut en fait montrer
la proposition suivante:

Proposition: Soit f € LY(RYN) telle que T z|¥ f(x) € LY(RY), pour
k€ N. Alors f € C*(RN) et pour |a] < k, 0,f (&) = Fla — (—ix)® f(x)](€).
Soit f € LYRN) N C*(RYN) telle que pour |a| < k, Oof € LY(RYN). Alors

Baf(€) = (16) F(£).

Preuve: La premiere partie de la proposition est une conséquence du
théoreme de dérivation sous le signe somme.
La seconde formule s’obtient par intégration par parties (elle est immédiate
lorsque f € CH(RY)). Pour se ramener & un domaine borné, on introduit
une famille de fonctions ¢,, paires de R dans [0, 1] de classe C! telle que

¢7’L|[0,n] = 17 ¢n|[n+1,+oo[ =0, |¢;’L| <2

Le théoréme de convergence dominée implique que pour toute fonction g de
LY (RY), on a la convergence dans L'(R™) de ¢, g vers g et de ¢/, g vers 0.
On remarque alors que

/ e 0, f (x) (@) do = —/ e f(x) ¢ (wi) da
RN

RN

+i&; / e " f() fn () da.
RN
On conclut en faisant tendre n vers 'infini.

La proposition précédente peut étre vue comme une application d'un
principe géneral (cf. paragraphe suivant): la transformée de Fourier échange
la multiplication et la convolution. Ce principe s’illustre dans la proposition
suivante:

Proposition: Soit f,g € L'(RY), alors f+xg € L'(R™) et (pour £ € RY)

Fx9(6) = f(€) a(¢).

Soit f,g € L' N L*(RY) tels que f,geLt N L2RYN), alors fg € L*(RY)
et e
F9(€) = 2m)™ (£ 9)(©).
Preuve: La premiere partie s’obtient par un changement de variable.
La seconde partie s’obtient en applicant la formule de la premiére partie aux
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fonctions f et § et en utilisant le théoréeme d’inversion de Fourier. La preuve
est un peu simplifiée quand on suppose que les fonctions sont paires.

On rappelle enfin I'identité de Plancherel, démontrée précédemment (afin
d’illustrer le principe de prolongement des applications linéaires continues,
dans le chapitre sur la complétude):

Théoréme: Pour f € L' N L2(RN), on a f € L2(RN), et

/!f(f)y2d§:(27r)N /f(x)Qd:c.

On rappelle qu’on en déduit (d’apres le théoreme de prolongement des appli-
cations linéaires continues donc) que la transformée de Fourier se prolonge
en une “4 (2m)"V pres”-isométrie de L2(RY).

Remarque: On voit que dans la proposition donnant la transformée de
Fourier d’un produit, il suffit d’apres le théoréme de Plancherel de supposer
que f,g € L' N L2(RY) et f,g € L'. En fait on peut montrer que cette
proposition est vraie des que f,g € L?(R"), il faut pour cela savoir que la
convolée de deux fonctions de L?(RV) est une fonction continue de RY. Par
ailleurs, le théoreme de Plancherel se retrouve a partir de la formule de la
transformée de Fourier d’'un produit en la prenant pour f = g et en & =0

(et en observant que f(—¢) = f(€)).

Proposition: Pour f € L'(RY), h € RN et A > 0, on note 7, f(z) =
f(z+h) et dyf(x) = f(Ax) la translatée et la dilatée de f. On a

mf(€) = e f(e)

et
§

Arf(&) = xNf(5) = AN dy1 £(9),
Preuve: Ces formules s’obtiennent immédiatement par changement de
variable.

Remarque: En utilisant les translations et les dilatations on obtient la
|z —u|?

transformée de Fourier d’une Gaussienne: si on note M, r(z) = 2T
p7u7

P
(2n T)N/2
la Gaussienne de parameétres p > 0, u € RN, T'> 0, on a

o —

—iué—T g2
Mp:uvT(é-) = pe Zu£ 2 |£|
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si bien qu’en utilisant l'injectivité de la transformée de Fourier, on a la
formule (la somme de deux variables aléatoires gaussiennes est encore une
variable aléatoire gaussienne):

Mpl,m,Tl * MpQ,UmTz - Mp1 p2,u1+u2,T1+T> -

A retenir absolument: L’ensemble des énoncés et démonstrations des
résultats de cette sous-section.

7.2 Les distributions tempérées et leur transformée de Fourier

Position du probléme: Au niveau formel (i.-e. sans se soucier de
justifier les manipulations dans les formules), on voit que

Fr@o@ds= | [ raote) e eds i

RN

= (x) Fo(z) de.
RN
On en déduit qu’'une formule permettant de définir la transformée de Fourier
de distributions doit s’écrire

<FT,¢p>=<T,F¢ >,

si bien qu’on est amené a trouver un espace de fonctions aussi petit que
possible (contenant D(R™)) qui soit stable par transformée de Fourier, ce
qui n’est pas le cas de D(RY) lui-méme (les transformées de Fourier des
fonctions de cet espace sont analytiques, et ne peuvent donc étre a support
compact, sauf §'il s’agit de la fonction nulle).

On rappelle que S(RY) est ’ensemble des fonctions & décroissance rapide,
défini comme ’ensemble des fonctions C*® sur RY dont toutes les dérivées
décroissent plus vite que tout inverse de polynome a I'infini. On a donc

S(RN) = {f € COO(RN)7VCt € NN7p €N, Hf”P;Oé < +OO},
avec

[1£llpa = sup (1 +[2*)P/|0af (2)].

zeRN
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On rappelle également la topologie (métrisable) de S(RY): c’est celle définie
par la famille dénombrable de semi-normes (filtrantes) supj < || f|lp;a, 4,0 €
N.

On peut vérifier par des calculs élémentaires que S(RY) est stable par les
opérations de dérivation (de n’importe quel ordre) d, et de multiplication
par des monomes quelconques 2 (ces opérations sont continues de S(R™Y)
dans S(RY)). De plus, en utilisant des troncatures réguliéres, on observe que
D(RY) est dense dans S(RY) (pour la topologie associée aux semi-normes
qui la définissent).

Les formules montrant que la transformée de Fourier échange les dérivations
avec les multiplications par des mondmes permettent de montrer la stabilité
de S(RY) par transformée de Fourier.

Proposition: La transformée de Fourier envoie S(RY) dans lui-méme,
et est continue (pour la topologie associée aux semi-normes).

Preuve: On la fait dans le cas particulier ou N = 1. On voit que
2

. d
1€ = (1 +E3F FOO ooy = I £+ F((id — @)k[(fﬂ = a!) )|z )

2

< (id ~ )]G o @) Dl ey

k 2p
r d —r
<D L (s 2] g
p=0 r=0

<Cte sup ||(z = |2|*) 91w
q<2k,s<l

< Ctel|flli2:2k

Finalement
| Fl2ry < Cte | flli42:2n-

On rappelle ensuite la définition suivante:

Définition: On note S’(R™) I'espace des formes linéaires continues sur
S(RY). Ce sont les formes T qui vérifient pour certains A,p € N,

| <T,¢>| < Cte sup ||¢|pa-
lal<A
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L’espace S (RN ), dit “espace des distributions tempérées” s’identifie & un
sous-espace vectoriel de I’ensemble des distributions D'(R”Y) (par restriction
aux fonctions tests a support compact).

Remarque: Pour vérifier qu’une distribution est tempérée, il suffit de
vérifier I'inégalité sur les fonctions de D(RY), par densité de D(RY) dans
S(RM).

Définition: On dit qu'une suite (7},),en de distributions tempérées con-
verge (au sens des distributions tempérées) vers une distribution tempérée
T lorsque pour tout ¢ € S(RY), on a < Ty, ¢ >—< T, ¢ >.

Exemple: Les fonctions de la forme = — (1 + |z[2)?/2 f(z), ou f €
LY(RN) et p > 0, sont des distributions tempérées, ainsi que leurs dérivées
partielles (au sens des distributions) d’ordre quelconque.

De maniére plus générale, S’(RY) est stable par les opérations de dérivation
(de n’importe quel ordre) 9, et de multiplication par des monémes quelcon-
ques x.

On peut maintenant définir la transformée de Fourier des distributions
tempérées:

Définition: Pour T € S'(RN), on définit la transformée de Fourier T
de T comme la distribution tempérée vérifiant (pour tout ¢ € S(RV))

<T,¢>=<T,>.
Exemple: On voit que 8y = U,_,1, et que FUy =Ugrypour f € L' (RM).
Proposition: Lorsque T;,, — T au sens des distributions tempérées, on
a FT, — FT au sens des distributions tempérées également.
Preuve: C’est une conséquence directe de la définition.

Remarques: Beaucoup de formules écrites dans le cadre de la trans-
formée de Fourier des fonctions restent valides pour la transformée de Fourier
des distributions tempérées, avec une légere modification des notations.

Proposition: Soit 7 € S'(RY), et a € NV. Alors

FFT = (2n)N T,
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ot (par définition) < T, ¢ >=< T,z > ¢(—x) >.

doT = Flz — (—ix)*T).

Preuve: C’est de nouveau une conséquence directe de la définition, et
des mémes formules pour les fonctions de S(R™Y).

Remarque: On peut déduire de ces formules les transformées de Fourier
des polynomes et des dérivées d’ordre quelconque d’une masse de Dirac.

Remarque: Lorsque les formules
fxg=13,
—~ N E A
fg=(2m)"" (f*9),
ont un sens, on peut également vérifier qu’elles restent valable pour les
distributions tempérées: les formules de dérivation et de multiplication de-

viennent alors des cas particuliers de ces formules, car la convolée avec une
dérivée de masse de Dirac équivaut a une dérivation.

En utilisant I'identité de Plancherel et les formules de dérivation et mul-
tiplication, on peut donner une caractérisation de H*(RY) := W2(RY)
pour s € N:

Proposition:
H*(RY) = {f € L*(RY),& = (14 [¢*)*? f(&) € L*(RM)}.

Preuve: Il suffit d’utiliser la formule donnant la dérivée (au sens des
distributions) d’une transformée de Fourier.

Remarque: Cette caractérisation permet de donner une définition na-
turelle de H*(R™) lorsque s € R, n’est pas nécessairement entier.

Proposition: Soit 2 ¢ RY un ouvert et u, f € L?(Q) tels que Au = f
sur 2, au sens des distributions. Alors u € H? ().

loc

Preuve: On observe que pour w C € avec d(w, ) > 0, on peut con-
struire une fonction x € D(1), telle que x|, = 1. On a alors

Alxu)=xf—ulAx+2V-(uVy).
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En prolongeant de maniere implicite par 0 ces fonctions sur RY, on obtient

—[¢? Xu(€) = x (&) —uAX(E) + 2i € - u Vx(£).
On en déduit que
/ €2 |CU(©)[2 de < +oo.
[€]>1

Une deuxiéme application de la formule (mais avec une fonction x différente)
conduit au résultat.

Corollaire: Soit 2 ¢ RY un ouvert et u, f € L*(Q) tels que Au = f
sur €, au sens des distributions. Si de plus f € C*°(Q), alors u € C*(Q).

A retenir absolument: La définition de S(R") et les semi-normes as-
sociées; la définition de S'(R™); la définition de la transformée de Fourier des
distributions tempérées; le calcul de la transformée de Fourier des dérivées
de masse de Dirac et des polyndomes.
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