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1. INTRODUCTION

1.1. Le sixiéme probleme de Hilbert

Les principales équations de la mécanique des fluides (systemes d’Euler et de Navier-
Stokes des fluides compressibles et incompressibles, équation de Boltzmann des gaz
raréfiés) ont été introduites des le dix-huitieme et le dix-neuvieme siecle, et sont utilisées
a grande échelle (souvent dans le cadre de couplages avec d’autres équations) pour
la simulation numérique de processus naturels (météorologie, océanographie, etc.) ou
industriels (aéronautique, génie des procédés, acoustique, etc.).

Ces équations peuvent étre vues comme des substituts aux systemes d’équations
différentielles ordinaires vérifiés par les trajectoires (dans I'espace des phases) de par-
ticules soumises aux équations de la mécanique classique, lorsque le nombre de ces
particules est tres grand.

Les fonctions intervenant comme parametres dans les équations de la mécanique des
fluides (viscosités dans les équations de Navier-Stokes des fluides compressibles, section
efficace de collision dans ’équation de Boltzmann) peuvent, par des raisonnements
heuristiques, se déduire des potentiels d’interaction grace a des formules connues depuis
les travaux de Boltzmann ([Bol]) et ceux de Chapman et Enskog ([Ch]).

La question de la formalisation mathématique du passage de systemes de N particules
vers ces équations a été explicitement posée des 1900 au Congres de Mathématiques a
Paris par Hilbert. Dans son sixieme probleme présenté a cette époque, Hilbert proposait
de < développer mathématiquement les limites qui menent de la vision atomiste aux lois
de la mécanique des milieux continus >.

La question spécifique de la dérivation de I’équation de Boltzmann a partir des
systemes de N particules est progressivement apparue comme 'un des points décisifs
dans le sixieme probleme de Hilbert, en particulier parce qu’elle est reliée a la question
fascinante de ’apparition de l'irréversibilité dans les passages a la limite réalisés a par-
tir de systemes réversibles. Notons qu’un autre aspect important du sixieme probleme,
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celui du lien entre I’équation de Boltzmann et les équations d’Euler et de Navier-Stokes,
a connu des développements récents qui ont été présentés dans un précédent séminaire
Bourbaki (cf. [V] et les travaux qui y sont cités).

Un résultat décisif dans I’étude mathématique de la dérivation de I’équation de Boltz-
mann a partir des systemes de N particules a été obtenu dans les années 70 par Lanford
(cf. [L]). Il permet, en rendant rigoureux 'asymptotique dite de Boltzmann-Grad, de
montrer la validité de cette équation (avec un choix spécifique de sections efficaces)
dans le cadre de solutions locales en temps, ou, grace a une extension due a Illner et
Pulvirenti, dans le cadre de solutions proches de zéro (cf. [IP1] et [IP2]). La possibilité
d’étendre ce résultat de validité a un cadre de solutions (qui ne soient pas proches du
vide) définies pour des temps plus significatifs au niveau macroscopique est une question
restée pour l'instant sans réponse, malgré des recherches actives (cf. [GST]).

1.2. Le programme de Kac

Un programme d’étude introduit au milieu du 20eme siecle par Kac (cf. [K1] et [K2])
propose un point de vue différent sur la justification de ’équation de Boltzmann. L’idée
est de se concentrer sur 1’évolution des vitesses des particules, sans chercher a suivre
I’évolution de leurs positions comme on le fait dans I’asymptotique de Boltzmann-Grad.

On remplace alors comme point de départ de ’étude les équations de Newton (typi-
quement, 6N équations différentielles ordinaires qui permettent de suivre les particules
dans I'espace des phases) par un processus markovien de saut dans 'espace R3Y des vi-
tesses des IV particules. Ce processus s’écrit de maniere générale a ’aide d'un générateur
(il s’agit ici du générateur du probleme <« backward =) de la forme (pour vy, ..., vy € R3,

et ¢ € Ob(RgN))

(1) @) ow) =5 3 Tl u))

1<i<j<N

x/ (qb(vl,...,vg,...,v;,...,vN)—gzﬁ(vl,...,vN)) b(cos b;;) do,
SZ

ou I' est une fonction de la norme de la vitesse relative |v; — v;| (ce qui est cohérent si

I'on veut s’assurer de 'invariance galiléenne du processus), et les vitesses v/, v} obtenues

apres un saut du processus sont données par

v; + v V; — Vj v; + v; V; — Vj
P S 7 R S SV

(il s’agit 1a d’une paramétrisation des collisions préservant la quantité de mouvement

et ’énergie cinétique). Enfin, b est une fonction positive du parametre angulaire

cosfy = UYL,
|[v; — Uj|



1076-03

Intuitivement, ce processus peut étre compris de la maniére suivante : parmi un jeu
de N particules de vitesses vy, ...,vx € R3 on en sélectionne deux (celles de vitesses
v; et v;) apres avoir attendu un temps exponentiel, et on change alors la vitesse de ces
deux particules en v;, v} apres tirage aléatoire d'un vecteur (sur la sphere) o. Le temps
exponentiel et la loi du tirage aléatoire sont choisis pour étre cohérents avec I' et b.
On itere ensuite cette procédure pour avancer dans le temps. Notons enfin que, comme
% Zl§i<j§N est d’ordre N, on s’attend a ce qu’il y ait de 'ordre de N sauts par unité
de temps, soit de l'ordre d’un saut par particule et par unité de temps (si on avait
pris % au lieu de %, comme cela peut a priori sembler plus naturel, on obtiendrait un
processus associé a des temps exponentiels d’ordre 1, mais pour lequel la probabilité
pour une particule donnée de sauter dans un temps d’ordre 1 tend vers 0 avec N).

On comprend lintérét qu’a pu susciter l'introduction de ce processus dans les
décennies qui ont suivi quand on sait que la grande majorité des codes de si-
mulation numérique utilisés en pratique pour 1’équation de Boltzmann sont du
type < DSMC » (Direct Simulation Monte Carlo), c’est-a-dire qu’ils utilisent une
discrétisation particulaire (une fonction y est approximée par une combinaison linéaire
de masses de Dirac), et qu’a chaque pas de temps un processus identique ou tres proche
de celui précédemment décrit est mis en place dans chaque maille d’espace pour traiter
I'évolution de la partie < vitesses » de ’équation de Boltzmann (cf. [Bi]).

Le programme de Kac consiste a étudier les relations entre le processus de générateur
(1) et ’équation de Boltzmann homogene en espace définie ainsi :

0
) Wit.0)= QU (t.0),
avec
(3) Q(f)(t,U)Z/ / (f(tav/*)f(tyv’)—f(t,v*)f(tav)> I'(lv = v*]) b(cos ) dodv™,
R3 JS2
ou
, vHvt v = PR A R
T2 2 7 T2 T2 7
et .
cosﬁzﬁ'a.

Plus précisément, on souhaite savoir en quel sens les solutions de 1’équation maitresse
(< forward ») associée au processus de générateur (1) convergent vers les solutions de
I'équation de Boltzmann homogene en espace (2).

L’une des difficultés associées a ce type de formulation apparait immédiatement : ces
deux équations ne portent pas sur des inconnues agissant sur les mémes espaces. On
verra dans la suite comment 'utilisation de produits tensoriels et de marginales permet
de régler ce probleme.

Pour terminer cette présentation générale, on indique que le choix des fonctions I'
et b influe grandement sur les propriétés de I’équation de Boltzmann aussi bien que sur
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celles du processus de Markov. L’opérateur () devient singulier si 'on considere des b
qui ne sont pas intégrables, ou bien des I' qui ne sont pas bornés. Par contre le semi-
groupe qui lui est associé devient régularisant ou permet la création de moments dans
ces mémes situations (cf. par exemple [ADVW] et [De]).

Le travail de Mischler et Mouhot ([MM]) constitue une avancée tout a fait remar-
quable dans le programme de Kac. Leurs résultats completent une série de travaux
dus en particulier a McKean ([MK]), Sznitman ([S]) et Graham, Méléard (|[GM]), mais
les méthodes qu’ils introduisent different grandement de celles mises en place par ces
auteurs (en particulier celles basées sur des représentations des solutions utilisant des
arbres). Elles sont plutot dans l'esprit d’un travail plus ancien effectué par Grilnbaum
([Gru]). On renvoie également a l'ouvrage de Kolokoltsov (cf. [Ko]).

Avant de présenter de maniere technique et en détail deux des théoremes princi-
paux du travail de Mischler et Mouhot, on indique en quoi leurs résultats améliorent
indiscutablement les connaissances sur le programme de Kac.

— Tout d’abord, ils présentent des estimations qui sont explicites en terme des pa-
rametres du probleme, en particulier le nombre N de particules considérées, et le
temps 7' d’évolution des équations (cet aspect explicite se trouvait déja présent
dans les travaux de Graham et Méléard, cf. [GM]). Les résultats qu’ils proposent
vont donc bien au-dela d’une simple limite, et s’apparentent au type d’estimations
que 'on souhaite obtenir en analyse numérique théorique. A cet aspect explicite
s’ajoute une grande lisibilité des estimations, en ce sens que les différents termes
d’erreur qui y apparaissent proviennent chacun d’un calcul bien identifiable.

— D’autre part, les estimations peuvent étre écrites dans un cadre qui les rend uni-
formes en temps. Il s’agit la d’un point décisif qui différencie le programme de
Kac de I'asymptotique de Botzmann-Grad (pour laquelle on a des résultats qui ex-
plosent en temps fini des que les données initiales ne sont pas proches du vide). On
peut vérifier sur ces estimations que la convergence vers 1’équilibre lorsque ¢ — oo
peut étre vue comme un processus uniforme par rapport au nombre N de parti-
cules considérées (voir en particulier la notion de chaos entropique, cf. [MM]). Dans
ce contexte, l'irréversibilité de 1’équation de Boltzmann (théoreme H, cf. [Ce| par
exemple) peut étre vue comme une conséquence de 'irréversibilité du processus de
Markov a N particules : cet aspect permet de répondre positivement a une question
de Kac concernant la convergence de ’entropie du probleme a N particules vers
I’entropie du probleme limite.

— De plus, les sections efficaces qui sont considérées (avec les notations utilisées dans
cet exposé, il s’agit des fonctions I' et b) sont parmi les plus intéressantes tant du
point de vue des applications (la plupart des sections issues de la physique peuvent
étre vues comme des interpolées des sections utilisées dans le travail de Mischler
et Mouhot, cf. [Ce]), que du point de vue de la structure mathématique des ob-
jets introduits : comme indiqué précédemment, les b non intégrables et les I' non
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bornés conduisent a des propriétés dissipatives spécifiques de ’équation de Boltz-
mann. Beaucoup de travaux précédents (mais pas celui de Sznitman, qui concerne
les sections de type < spheres dures >, cf. [S]) concernaient des sections efficaces
bornées qui n’illustrent pas toute la richesse des effets dissipatifs de I’équation de
Boltzmann.

— Enfin, la méthode de preuve est centrée sur ’étude de 1’équation de Boltzmann
et non sur celle du systeme de N particules. La seule estimation importante qui
ne concerne pas l’équation limite est celle qui permet de lier les générateurs des
processus (< backward ») du systéme & N particules et de ’équation de Boltzmann.
Toutes les autres estimations importantes concernent 1’équation finale, elles peuvent
etre vues comme des estimations de stabilité par rapport a la donnée initiale.

Ces estimations de stabilité ne peuvent étre limitées a des résultats de continuité
de la solution (de I'équation de Boltzmann) au temps ¢ par rapport a la donnée au
temps 0. Il convient d’obtenir une véritable différentiabilité de ’application qui a la
donnée initiale associe la solution au temps ¢, et ceci dans des espaces de mesures.
Cette différentiabilité, que 'on doit établir en dimension infinie dans un cadre qui
n’est pas tout a fait celui des espaces vectoriels (et qui fait intervenir des poids),
nécessite une définition spécifique.

2. DESCRIPTION DES RESULTATS

2.1. Molécules maxwelliennes

On commence par présenter un résultat relatif au cas ou la fonction I' est constante,
et ol

(4) / (1 — cos )4+ b(cos #) do < oo
52

pour tout o > 0.

Dans la terminologie de 1’équation de Boltzmann, ce cas porte le nom de < molécules
maxwelliennes ». Il correspond (pour b bien choisi) & des potentiels entre molécules

4 ol r est la distance intramoléculaire. Bien que de tels potentiels

proportionnels a r—
ne correspondent pas a des systemes physiques, le cas ou I' est une constante a été
identifié depuis les débuts de la théorie cinétique au dix-neuvieme siecle comme par-
ticulierement intéressant, car il permet certains calculs explicites (solutions explicites
non stationnaires de I’équation de Boltzmann homogene, évolution explicite de certains

moments, etc.; on réfere a [Bob] pour plus de détails).

On notera que la fonction b n’est pas supposée intégrable : ceci est nécessaire si 'on
veut traiter des potentiels intermoléculaires a longue portée tels que r=*, (cf. [Ce| pour
le calcul établissant les propriétés asymptotiques de b). Une des nouveautés du travail
présenté ici est la possibilité d’obtenir des estimations pour de tels b.
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On commence par définir un espace de fonctions tests régulieres par
Fiefoet®),  lollr= [ 0+101601d <o),
R

ou & désigne la transformée de Fourier de ¢.

Ensuite, on considere S le semi-groupe (< forward =) associé au processus de Markov
(1), et SP°! le semi-groupe (< forward =) associé a I’équation de Boltzmann (2), (3).
Ces semi-groupes agissent en particulier sur les mesures de probabilités (ayant deux
moments finis), plus précisément celles qui sont symétriques sur (R3)Y dans le cas de
SN et celles qui sont définies sur R? dans le cas de SP°L.

Le premier résultat de Mischler et Mouhot que 1’on présente s’écrit alors :

THEOREME 2.1 ([MM]). — On suppose que la section efficace de l’équation de Boltz-
mann (et du processus markovien) est telle que I' est constante et b vérifie (4). Soit fy
une mesure de probabilité & support compact sur R? telle que fR3vdf0(v) = 0. Alors
pour tout 0 > 0, il existe une constante Cs > 0 telle que pour tout N, tout ¢ € N, tels
que N > 2/, et tous ¢1,...,¢0; € F,

(s - )

¢

Cs (2
R e v=; 11116kl
k=1

sup
teRy

14

On a noté ici |, la prise des ¢ premieres marginales. Comme annoncé précédemment,
le jeu de la tensorisation et de la prise de marginales permet de comparer dans un cadre
commun le processus de Markov et I’équation de Boltzmann.

Le caractere totalement explicite de ’estimation apparait clairement, ainsi que 1'uni-
formité en temps. Par contre, I’estimation ainsi présentée se dégrade avec le nombre de
marginales selectionnées.

Plusieurs variantes de ce théoreme sont valides. Elles permettent de relaxer 'hy-
pothese de support compact de fy, d’améliorer 'estimation par rapport a N (on peut
ainsi obtenir N~'/2 au lieu de N=/6+9 quitte & perdre 'uniformité en temps), ou encore
de présenter un cadre dans lequel apparait une uniformité en £.

2.2. Spheéres dures

On introduit maintenant la section efficace
(5) Lo —wvi) = [v — v, b(cosh) = 1.

Il s’agit du modele dit de < spheres dures >, correspondant a des molécules ayant des
collisions élastiques de type < boules de billard ». Ce modele, peu réaliste pour les
molécules mais qui a des applications importantes lorsque 1'on s’intéresse a des colli-
sions entre objets petits a I’échelle humaine mais déja constitués d'un grand nombre
de molécules (poussieres, gouttelettes), est I'un des plus emblématiques de la théorie
cinétique.
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On voit que cette fois-ci, la partie angulaire de la section efficace est intégrable, mais
la partie relative aux vitesses n’est, elle, pas bornée. En conséquence, les difficultés
mathématiques rencontrées dans I’étude de ce modele se révelent assez différentes (et
meéme, d'un certain point de vue, complémentaires) de celles relatives au modele de
molécules maxwelliennes précédemment présenté.

On garde les notations S pour le semi-groupe (< forward =) associé au processus de
Markov (1), et SP°! pour le semi-groupe (< forward =) associé & I’équation de Boltzmann

(2), (3).

Le second résultat de Mischler et Mouhot que 'on présente s’écrit alors :

THEOREME 2.2 ([MM)]). — On suppose que la section efficace de l’équation de Boltz-
mann (et du processus markovien) vérifie (5). Soit fo une mesure de probabilité a support
compact (ce support sera noté Supp fo) sur R? telle que [os v dfo(v) = 0. Alors pour tout
0 >0 et tout T'> 0, il existe une constante Cs 1 supps, > 0 et une constante o > 0 telle
que pour tout N, tout £ € N, tels que N > 24, et tous ¢1,...,¢ € WH(R3),

(s - sy

sup
te[0,7T

,¢1®--®¢£>’

¢

< 2 (? Cé,T,Suppfg 2 C5,T,Suppfo (] Z

N TN TNy L1l e
4 k=1

On a de nouveau noté ici |, la prise des ¢ premiéres marginales.

On voit que, dans ce cadre, ’estimation n’est pas uniforme en temps. Il est néanmoins
possible de produire une variante de ce résultat avec une estimation uniforme, en
s'intéressant a des données initiales d’énergie donnée. Ceci conduit a des difficultés
techniques de présentation, mais ne change pas le caractere profond du résultat.

Comme dans le cas des molécules maxwelliennes, on peut également effectuer une
variante du théoreme faisant ressortir un caractere uniforme en terme de prise de mar-
ginales.

2.3. Autres modeles

La preuve des estimations présentées dans les paragraphes précédents repose sur un
principe général qui sera évoqué plus longuement dans le chapitre suivant. Ce principe
général peut s’appliquer a de nombreuses situations, et donner lieu a des variantes
innombrables.

On peut citer d’ores et déja les processus qui concernent les équations de McKean-
Vlasov de dérive-diffusion, les équations de Boltzmann inélastiques avec diffusion (cf.
[IMMW]), ainsi que les équations de Landau avec section efficace de molécules maxwel-
liennes (cf. [Cal).
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3. QUELQUES ELEMENTS DE PREUVE

3.1. La stratégie générale

Les preuves des deux théoremes précédemment énoncés se présentent, vues dans leur
globalité, comme des estimations de propagation d’erreurs. Les étapes principales de
ces preuves sont les suivantes :

— On commence par montrer que l’équation de Boltzmann permet de définir un pro-
cessus (< backward >, et noté T;°) sur l'espace Cy(P(R?)) des fonctions continues
bornées sur les mesures de probabilité (ayant certains moments bornés), qui admet
un générateur (noté G*°).

La définition précise de ce générateur nécessite un travail spécifique sur la stabi-
lité de I’équation de Boltzmann.

— On établit ensuite un résultat (quantitatif) de < consistance > entre les générateurs
(GN et G*) du processus de Markov (< backward =) et du processus (<« back-
ward > également) associé a ’équation de Boltzmann.

— L’étape suivante consiste a démontrer des propriétés élaborées de stabilité de I’équa-
tion de Boltzmann. En particulier, il convient d’établir la différentiabilité par rap-
port a la donnée initiale de I’équation de Boltzmann (dans un cadre qui nécessite
une définition spécifique de cette différentiabilité).

— Il reste a combiner la consistance et la stabilité obtenues précédemment pour pro-
pager la petitesse des erreurs commises et obtenir les estimations présentées dans
les théoremes.

Il est remarquable dans le programme ainsi décrit que les propriétés de stabilité qui
sont a démontrer concernent I’équation de Boltzmann et non le processus de Markov.
On peut du coup utiliser les nombreuses techniques mises au point ces trente dernieres
années pour 1’étude de 1’équation de Boltzmann homogene.

La présentation de la preuve adoptée par Mischler et Mouhot permet de distinguer
clairement entre les aspects de consistance et de stabilité qui sont spécifiques a chaque
équation, et le résultat de propagation d’erreurs a partir de ces aspects (dernier point
énoncé plus haut), que 'on peut écrire de maniére abstraite, et qui sera commun a
I’ensemble des applications.

Ce dernier résultat est présenté au paragraphe suivant.

3.2. Le théoréme abstrait

Il s’agit d’un résultat qui permet de démontrer une estimation explicite sous un
certain nombre d’hypotheses qu’il s’agit ensuite de vérifier dans chaque cas particulier.
On présente ici les hypotheses principales sans donner néanmoins tous les détails.

On considere un espace E polonais. Il s’agira dans les cas concrets de I'espace des
vitesses du processus markovien, donc en pratique R?, avec d € N. On se donne sur
Pym(EY), ensemble des probabilités symétriques (invariantes par permutation des in-
dices de variables) sur 'espace produit EV, un semi-groupe S» (« forward =) associé a
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un générateur de processus markovien AY. On introduit également le semi-groupe du
processus adjoint T}¥ sur I'ensemble des fonctions continues bornées Cy( EY), associé au
générateur GV (générateur de 1'équation de Kolmogorov backward). Celui-ci est défini
par l'identité de dualité :

vfeP(EY), ¢ € C(EY),  (f.T}(¢) = (S (f),9).

Un premier groupe d’hypotheses, que 'on ne détaillera pas ici, et nommé (A1) dans
[MM], se réfere aux propriétés du semi-groupe S généré par le processus de Markov.
Indiquons seulement que ces dernieres sont relatives a un systeme de poids défini sur £
et que, dans les cas concrets (ou E est un espace de vitesses), elles peuvent s’exprimer
de la maniere suivante :

- d’une part, le semi-groupe SN préserve certaines quantités définies sur EV. en
) t M)
pratique la quantité de mouvement et I’énergie quand on s’intéresse a l’équation de
Boltzmann ;

- d’autre part, ce semi-groupe propage la finitude de certaines quantités, localement
uniformément en temps et uniformément en N. Ces quantités sont typiquement des
moments d’ordre supérieur a 2 (kurtosis par exemple) dans les cas concrets. I convient
aussi de sélectionner des données initiales pour le processus qui ont certains moments
finis.

On introduit ensuite ’ensemble Pg, (E) des mesures de probabilités sur £ qui ont
un certain moment fini, et (pour a € R), Pg, o(E) le sous-ensemble de Pg, (F) formé
des mesures de probabilité dont le moment en question est inférieur a a, et qui vérifient
certaines contraintes (on impose que la quantité de mouvement et I’énergie soient fixées
dans les cas concrets). On note GG; I'espace de Banach naturel dans lequel se plonge
I’ensemble des différences de probabilités de Pg, (F). Cet espace est muni d’'une norme
| e -

On suppose que l'on dispose d'une équation (non-linéaire) 9,f = Q(f) pour la-
quelle on a existence et unicité d'une solution (pour ¢ € R,) dans Pg,(E) lorsque
la donnée initiale appartient & cet espace. On note SP°! le semi-groupe associé (malgré
sa dénomination, dans ce probleme abstrait, ce semi-groupe n’est pas nécessairement
lié & ’équation de Boltzmann).

Un second groupe d’hypotheses, noté (A2) dans [MM], est relatif a la régularité de
l'opérateur @ et du semi-groupe SP° : On suppose qu'’il existe ¢ €]0, 1], tel que pour a
suffisamment grand,

- d’une part, pour tout 1" > 0, il existe C' > 0 tel que

Vf,g € Po,u(E), g ISP f = Slglle, < CIIf — gl
t€|0,

- d’autre part,

Vf.g € Pao(E), Q) —Q(9)lle, < CIIf — gllé,-
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On définit ensuite un second espace de Banach (G5 contenant G; et associé a un
ensemble Pg,(E) de probabilités sur F qui ont un autre moment fini. Il est possible
de définir une notion de régularité Holder d’ordre ¢ < 2 (et donc en particulier de
différentiabilité) pour les fonctions de Fg, (E) dans Pg,(E). On note [ o1 (py, (5),pe, (5))
une norme associée a cette notion (avec un certain poids A). On fait une hypothese
supplémentaire (notée (A4) dans [MM]), qui sécrit (uniformément par rapport aux
valeurs des quantités conservées)

T
bol bol12 00
/0 ([St }C}\“(PGI(ELPGQ(E)) + [St ]C(“’")/Q(Pcl(E),PGQ(E))> dt < C7,

AL/2

avec n €]0,1[, et A choisi de maniére cohérente avec une hypothese (A3) écrite ci-
dessous.

On définit enfin un troisieme espace de Banach G3 correspondant & un dernier moment
(et auquel on associe la notation Pg, .(F)), et on suppose que I'hypothese suivante
(notée (A5) dans [MM]) est valide :

Vf,9 € PayalE), sup [[S7°f = Spglla, < Oar (ISP f = 87%9lls),
t€[0,T]

oll O, 1 est un module de continuité concave (pour cette derniere hypothese, on n’uti-

lise pas de structure différentielle sur Pg, .(E), si bien qu’on peut se contenter d'une

distance, et qu’on n’a pas réellement besoin de ’espace de Banach G3).

L’ensemble des hypotheses (A2), (A4), (A5), que l'on a regroupées ici, est lié aux
propriétés de I’équation limite, tandis que I’hypothese (A1) concerne le processus mar-
kovien indépendamment de cette équation limite. Une derniere hypothese fait le lien
entre les deux.

Cette hypothese, notée (A3) dans [MM], illustre la consistance entre le processus mar-
kovien et 1’équation limite a travers la comparaison entre le générateur Gy du proces-
sus markovien (< backward ») et le générateur G> d’un semi-groupe 7;° linéaire défini
sur Cy(P(E)) et lié a I'équation non-linéaire 0,f = Q(f) par la formule T7°[®|(f) :=
D(SP(f)), pour ® € Cy(P(E)). La définition de ce générateur G* demande du soin.
Un calcul formel basé sur la formule définissant 7;° montre qu’alors (G®[®])(f) =
(D®[f],Q(f)), ou DP[f] désigne la différentielle de ® appliquée au < point > f. C’est
le jeu d’hypotheses (A2) qui permet de donner un sens précis a cette derniére formule.

Comme GV agit sur Cy(E™) et G*™ agit sur Cy(P(F)), il convient d’introduire une
projection 7V définie par

Vo € Cb(P(E)), (WN(I))(U:[, . ,’UN> = (% Z(Sm) s

qui permer d’effectuer cette comparaison dans un cadre commun. L’hypothese s’écrit
alors (uniformément par rapport aux valeurs des quantités conservées), pour n €0, 1]
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bien choisi,
Vo e OH"(PGl(E)), I(GN 7y — 7y G™) Pf[pe < e(N) [@]Oiﬁ,(PGl(E)),

ou £(N) — 0 lorsque N — 00, et || ||z est un espace & poids reli¢ a I'hypothese (Al).
Comme dans 'hypothese (A4), il apparait une norme HC}\”(PGI(E)) avec un poids A
relié & celui apparaissant dans cette hypothese (mais cette fois-ci il ne s’agit pas de
fonctions a valeurs dans Pg,(E)).

Le théoreme abstrait proposé par Mischler et Mouhot se présente alors sous la forme
suivante :

THEOREME 3.1 ([MM]). — On considére une < donnée initiale > (associée au proces-
sus de Markov) f&¥ dans Py, (E™) et une < donnée initiale > (associée a l'équation
non-linéaire) fo dans P(E). On suppose que l’ensemble des hypothéses précédentes
(notées (A1) a (A5) dans [MM]) sont valides. Alors il existe une constante Cy que
lon peut calculer explicitement en terme de certaines normes de ¢ (cf. [MM] pour des
précisions : ces normes doivent vérifier une inégalité de dualité avec celles de Gy, G,
Gs) telle que pour tout N, tout £ € N, tels que N > 2(, et tous ¢1,...,ps € F,

o <(s§v () <SE°1<fo>>®N) $i® e ¢>‘

teR L

§C¢[£2+CTCT ( )524—6/ ii%—fo dfév(v)]
N EN N i—1 Gg

On a noté ici comme précédemment |, la prise des ¢ premieres marginales, et Cr une
constante liée a ’hypothese (A1) [on rappelle que C9° apparait dans 'hypothese (A4)].

Dans ce théoreme, chacun des trois morceaux du membre de droite de l’estimation
correspond a une partie du processus d’approximation que ’on peut reconstituer ainsi :

(6) (s = (scan™) o o)

N
,¢1®...®¢£>—<StN(féV),(vl,...,vN)r—>% Z ¢(Uu>-->vz‘z)>‘
, ,

1 N
+‘< vl,...,vN)HW Z ¢(Ui1>---avi€)>

<fév,(n°°{p / [ st ot o anten }) (%iam

< '<S§V<fév>
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GO RTINETY

Le premier morceau est lié a une estimation combinatoire classique qui ne pose pas

de probleme particulier.

Le second morceau fait intervenir le coeur du processus d’approximation, et il convient
de le détailler un peu. On voit en particulier que la vitesse de convergence £(N) obtenue
est celle de 'hypothese (A3) de convergence des générateurs.

Enfin le dernier morceau, qui dans les exemples pratiques fixe le taux de convergence
de ’ensemble, ne concerne que les données initiales. On se convainc aisément que, si les
données initiales du processus de Markov sont factorisées, alors le troisieme morceau
tend vers 0 avec N sous réserve qu’on puisse appliquer une loi des grands nombres
relative a la norme apparaissant dans ’expression. Ce terme est donc une mesure de
deux effets distincts dans le processus d’approximation des données initiales : la non-
factorisation (le fait de travailler & énergie fixée pose des problemes spécifiques liés a
cette non-factorisation, cf. [MM]), et I'approximation d’une mesure de probabilité par
des mesures empiriques.

On donne maintenant un court élément de preuve de ce théoreme abstrait. On
s’intéresse en particulier au terme (second morceau dans le membre de droite de l'esti-
mation) illustrant I'utilisation de la convergence des générateurs.

Pour cela on remarque que, par définition des générateurs,
d d

—TN =TNGy; T2 =GT>.

ds ds

On en déduit que

t d t
ﬂNwN—WNTfo:—/ g(ﬂNszTfo)dsz/ TN, [GN 7y — iy G®) T ds.
0 0

Notant
Rf;:p|—>/.../gb(zl,...,zl)dp(zl) . dp(z),

on voit que

N
(mn RY)(v1,.. ., on) = % Z P(vits - -+, Vie).-

i1 yeenyig=1
Le second terme du membre de droite de (6) peut alors s’écrire
N

T = ‘<S§V(fév),(v1,...,wv) > % Z ¢(vi1,...,vw)>

i1, yig=1

-( (1) (% i‘s) i

t
=| [ - ay o @Ry as)
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= | [ (8167 v G R s

T
SC/
0

sous réserve que S} (fY) a un moment uniformément borné. Cette derni¢re hypothese
est en fait une conséquence de (A1), et C' est une constante liée a cette hypothese.

[GN 7y — 7wy G (T°RY)|| ds,

Lg

Utilisant maintenant (A3), on voit que
T

En observant que T R! = Rf;oSf"l, on voit que [T;’OR(‘;] CI(Pg,) peut étre borné par
la norme dans C’}J" de Ré d’une part, et de SP°! d’autre part, & condition que ces

deux quantités soient finies, et que la composition ait de bonnes propriétés relatives
aux normes de ce type.

L’hypothese (A4) fournit la norme finie de SP°'; celle de R. s’obtient grace & un
calcul direct, de méme que les bonnes propriétés de la composition.

3.3. Un exemple d’application du théoréme abstrait : le modele original de
Kac

Pour donner une idée du type d’estimations qu’il faut effectuer afin de vérifier les
hypotheses du théoreme abstrait, nous proposons de nous intéresser a un des modeles
les plus simples (et 'un des premiers dont le processus markovien sous-jacent ait été
étudié) de la théorie cinétique : le modele monodimensionnel de Kac (cf. [K1]). Pour ce
modele, il n’est pas nécessaire de recourir a toute la puissance de la théorie présentée par
Mischler et Mouhot dans [MM], mais il est intéressant de voir comment les estimations
nécessaires pour cette théorie peuvent étre prouvées dans ce cadre simplifié.

L’opérateur associé a ’équation non-linéaire (2) s’écrit alors

(7)
Q(f)(t,v) = /R/jr (f(t,v cos 0—v* sin ) f(t,v sin+v* cos@)—f(t,v) f(t,v*)> ﬁdv*,

2T
ouveERet f:= f(t,v) >0.

On pourra noter que la masse [ fdv = 1 et 'énergie [ f|v|?/2dv sont conservées
par le flot de cette équation, ainsi que la positivité de f (en particulier les mesures
de probabilités sont transformées en mesures de probabilité par son flot) et que, si le
premier moment [ f v dv est nul initialement, il le reste au cours de 1'évolution.

On peut également se convaincre que cet opérateur a un lien direct avec celui décrit
par (3) dans le cas des molécules maxwelliennes lorsque l'on considere des fonctions
radiales.
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Le processus markovien associé a pour générateur (avec vi,...,uvy € R, et

¢ € Cy(R3N))
1
(8) (GN¢)(U17"7UN) :N Z
1<i<j<N

do
2
Ce cadre tres simple est bien adapté a l’écriture de 1’équation non-linéaire dans la
variable de Fourier. En effet, un calcul facile montre que

QU (€)= / ' (f(u& cos ) f(1,€ sin6) - f(t,@) .

. 2

Notons qu'un tel calcul se généralise bien au cas de ’équation de Boltzmann avec

X / (¢(v1,...,vi cosf — v} sind, ... v; sinf +v; COS@,...,UN)—¢(U1,...,UN))

—Tr

molécules maxwelliennes, mais plutot mal au cas de ’équation de Boltzmann avec une
section efficace de spheres dures (cf. [Bob)).

Disposant d’une représentation en variable de Fourier simple, il est naturel d’utiliser
comme norme pour vérifier les propriétés de stabilité (A2), (A4), (A5), la norme

/117 = sup €] F(€)],
£eR

qui est bien définie pour les mesures (typiquement, des différences de deux mesures de
probabilité) ayant leurs deux premiers moments nuls (propriété qui est conservée par
le flot de (7)). Cette norme a été introduite en théorie cinétique par Gabetta, Toscani
et Wennberg dans [GTW].

Pour ce modele, on donne une idée de la démonstration des hypotheses de consistance
(A3), et de stabilité (A2), (A4), (AD).

En ce qui concerne la stabilité, on détaille comment la premiere partie de (A2) peut
étre obtenue quand on considere la norme || ||. Les calculs présentés ici sont directe-
ment inspirés de [GTW].

On calcule

@ -Qee = [ (% [F(1,€ cos0) +4(t.& cos0)][f(t.€ sinb) = §(t.€ sino)]

—T

+% [f(t,€ cosB) — g(t, & cosO)] [f(t, & sind) + (¢, sin )] — [f(£,€) — §(t, g)]) %.

Comme Supgcp |f(t,§ cos0)+g(t,& cos )| < 2 et supgcg |f(t,£ sinf)+g(t, € sinf)| < 2,
on voit que si O.f = Q(f), 0ig = Q(g), alors

d <\£|2 F(t.6) - g(t,or) e A6 — (6, ©)

@
. ) ) do
< [16 |17 g sing) — (e )]+ 10,6 cost) — € cos)] 57
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< sup |72 1 f(t.n) — 4(t,m)|.
ne
On en déduit que
sup €72 £ (£, €) — §(t, )] < sup €[] £(0,€) — §(0,€)].
EER £eR

Cette inégalité fournit la premiere partie de (A2) avec la norme || ||f.

Les autres propriétés de stabilité (reste de (A2), (A4), (A5)) sont plus difficiles a
démontrer. Leur preuve est également basée sur la représentation en Fourier de Q.
On se contente ici de détailler un calcul de stabilité proche de ceux nécessaires pour
obtenir I'hypothese (A4), et qui prolonge le calcul précédent en faisant ressortir I’aspect
différentiable (et méme holderien d’ordre ¢ < 2) de 'application f(0,-) — f(¢,-), avec
f solution de I'équation (2), (7).

Pour cela, on garde la norme || ||r définie précédemment (on ne s’intéresse qu’a des
solutions dont le premier moment est nul), et on écrit I'opérateur @) en variable de
Fourier sous la forme

QU €) = K(f, /)(t,€) — f(t,€),

ou K est 'opérateur quadratique symétrique défini par

. T/ 5 0
K008 =5 [ (Fgeosn) e sing +oie.¢ cost) fie. sin) ) 5

On voit qu’au niveau formel, si 0, f = Q(f), et 9,9 = Q(g), avec ¢(0,-) = f(0,-)+h(0,-),
alors g = f + h+ O(||h]]?), ot

(9) Oh =2K(f,h) — h.

On retrouve donc le lien classique entre linéarisée d’une équation et différentielle de sa
solution par rapport a la donnée initiale.

Le caractére C' de 'application f(0,-) — f(t,-) se lit alors sur la stabilité de I’appli-
cation h(0,-) — h(t,-), avec h solution de 1’équation de Kac (écrite dans la variable de
Fourier) linéarisée autour de f (9).

Or
d . 5% P o [T [ A .
ISR ) + €7 Al €) = I¢] 2/ (h(t,gcose)f(t,gsme)
. i , df
+ f(t,& cosO) h(t, & sinf) | —,
2m
donc comme |f(t, € cos)| < 1 et |f(t, € sinf)| < 1 (en se souvenant que |€ cosf|? +

€ sin 0] = []),
d - - .
ISR O+ 1177 [P(8, O < sup [nl =2 [2(t, )],
neR

si bien que

(10) sup €] 7% |h(t, €)] < sup [¢] 72 |A(0,€)].
EER £€R
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L’étape suivante consiste a montrer que Uapplication f(0,-) — f(¢,-) est holderienne
d’ordre ¢ < 2. Pour cela, on considere w = g — f — h, et on étudie la stabilité de
I'application w(0,-) +— w(t,-). Cette fonction vérifie 'équation (dans la variable de
Fourier)

O = K@, f+9) = K(h, f —3) — &,
si bien que

d T .
a0 412000 = 67 [ (00,6 cost) (.6 sing) + (e € sn)

1
2

1. - do
—|—§ [f(t,& cos) + g(t,& cos )] w(t, & sin9)> o

— €72 /w (% h(t, & cos0) [f(t,€ sin@) — §(t, € sinf)]

—Tr

1,4 . df
+ 3 [f(t,& cosO) — g(t, & cosO)] h(t, & sin@)) o

En utilisant les estimations |f(¢,€ cos0)| < 1, |§(t,€ cos8)| < 1, |f(t,€ sin@)] < 1,
1g(t, € sin@)] < 1, on voit que

d o5 . o o PN
FIET e O+ €177 10t O < sup [ (t m)] + sup o]~ [A(t, n)].
neR neR

En combinant cette estimation avec (10), on voit que
sup [¢|*|(t, €)] < sup [€] 1@ (0, )] + ¢ sup [§]*(A(0, £)].
€€R ¢ER ¢ER

On obtient de cette maniere des estimations de stabilité de type < Holder d’ordre
q < 2> pour le modele de Kac, qui sont proches de ce qu’il faut démontrer dans I’hy-
pothese (A4) (sans néanmoins s’intéresser ici aux aspects de temps long). Dans [MM],
les estimations qui sont prouvées utilisent un exposant différent dans la norme || ||, et
sont faites pour traiter des sections efficaces b singulieres (de plus elles concernent bien
str le vrai modele de Boltzmann et non le modele de Kac, et elles prennent en compte
les aspects de temps long). Le cceur des démonstrations est néanmoins comparable au
calcul développé ici.

Une derniere remarque relative aux estimations de stabilité utilisées ici est la sui-
vante : ces estimations different de celles considérées le plus souvent en théorie cinétique
(cf. [DM] par exemple). En effet d'une part on cherche ici une stabilité relative a des
topologies associées a des espaces de mesures (plus faibles donc que les topologies uti-
lisées en général, qui concernent des espaces de type LP ou des espaces de Sobolev), et
d’autre part on cherche a aller au-dela d’une simple continuité par rapport aux données
initiales. Comme on veut de la différentiabilité (et méme un peu plus), on doit écrire des
problemes linéarisés autour de mesures arbitraires et non autour d’une maxwellienne :
la encore, on s’éloigne de la théorie classique.
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On ébauche ensuite la preuve de I'hypothese de consistance (A3). On rappelle qu’il
s’agit de comparer (en donnant une estimation explicite lorsque N — 00) les générateurs
G du processus markovien et G* du processus limite (associé a 1’équation non-linéaire)
une fois qu’on les a composés avec la projection my pour qu’ils agissent sur le méme
espace. On considere donc

[GN ™~ —7mn GT] @,
ou ® est une fonction hélderienne d’ordre 1 + 1 avec n €]0, 1] (le sens précis & donner
a cette notion est indiqué dans [MM]), sur 'ensemble P(R) des mesures de probabilité
sur R (ici, la norme utilisée, notée || ||z, est une variante de la norme || ||p prenant en
compte le fait que les probabilités considérées peuvent avoir un moment d’ordre 1 non
nul).

Pour sortir du cadre abstrait, on explicite ce que signifie (my [G®®])(vy,..,vx), en

fonction de D[®] [% SV (5vi], différentielle de ® au < point > + SOV O

(7 [GZ®]) (v1, .., vn) = (GZD) ( Z%)
- (@ (% ch> D[] (% Za) )

T =1

D@ [% 25] [% Zf: ] > (% XN:6> (v)d <l ZN:&,].> () &

N
N
.| (v; cos@—v; sinf)+D[P] [— Z(Svi] (v; sin6+v; cos0)

1

%
AR
\
/\
2 |~

N 4

'@Z ot a] ) 2.

N _ N 1 Y
(GN [ny ®))(v1, .., vn) = G (cp (N 25))

1 o [™ 1 1 & o
_Nl; \/_ﬂ— |:(I)<N |:5v1 cos 0—wv; sin9+5vi sin 0+wv; cos@“’Z 5vk:| )_(I)<N Zévl) :| %

ki,

ZIH

De meéme,

Or, un développement a ’ordre 1 de

N
1 1
d (N [5111 cos —wv; sin + 5vi sin +v; cos + Z 5vk:| ) - (N Z 5111)

k#i,j

/ // ( [% Z(Svi] (v cosf—v* sin 0)+D[P] [% gévi] (v sin +v* cosf)



1076-18

donne (en se souvenant que ¢ est une fonction hélderienne d’ordre 1 + 7)

N
1 1
—( D[® AT 51}' 75’0' cosf—wv; sin 61}' sin 0+v,; cos 51}' - 5v~
(00 [ ] s -4

1
+0 (N1+n Hé’uZ cos @—wv; sinf + (Svi sin 0+v; cosf — 51}1’ — duj ‘ |%+77) ]
On en déduit que (pour une constante C' liée & une norme illustrant la régularité de @),

|GN [ny @] — 7n [GD]| (01, .., vn)

N
C " o\ do
S N2+n Z /7r <||5U2 cos 0—wv; sinf + 51)1- sin 0+wv; cos 5vi - 5Uj||p 7]) %

4,j=1""

Mais
|[00; cos0—v; sing + Ov; sinb-4v; cosd — O, — O, || 7
< C (LA oil* + [u]?),
pour une constante C' > 0.
On voit donc que, quitte a introduire des poids, on arrive a borner de maniere explicite
GN 7y ® — 1y G par une expression variant comme N7, ce qui est le résultat de
consistance demandé pour pouvoir appliquer ’hypothese (A3).
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